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DERIVADOS EXOTICOS

1. Introduccién

En este documento de investigacion se hace una descripcion y clasificacion de los
derivados exdéticos mas utilizados. También se proporcionan formulas de valoracion para
muchos de ellos y andlisis de sensibilidad de sus valores. Muchos de los andlisis de
sensibilidad proceden de consultas realizadas a entidades financieras y empresas que se han
planteado la posibilidad de comprar o vender alguno de estos productos. Se analizan solo
derivados exdticos con una accién como subyacente. El analisis de derivados exdticos sobre
divisas, renta fija 0 materias primas es totalmente analogo: las férmulas de vaoraciéon que
siguen también sirven, basta introducir €l gjuste correspondiente a la tasa de interés de la
moneda extranjera (divisas), cupones (renta fija) y los costes de almacengje (materias
primas).

1.1. Descripcion del precio de la accion

Es habitual suponer que un inversor que compra una accion espere una rentabilidad
delaforma

ut=E[Ln(St/9)] (1.1)

Por otro lado, la evidencia apunta a que e rendimiento futuro de la accién se
aproxima a una distribucion normal con varianza:

o?t=Var[Ln (St/9)] (1.2)
siendo S el precio delaaccidon ent = 0, esto es, en el momento presente.

Sabemos la media y la varianza del rendimiento esperado de la accion. Nos falta
definir el proceso de modo que su media y su varianza vengan dadas por (1.1) y (1.2). El
proceso estocastico que cumple ambas restricciones es.

g =set+oev) (1.3)

donde € es una variable aleatoria normal de media cero y varianza unidad: € = N (0, 1).

R; es la rentabilidad de mantener la accion entre t = 0 (el precio de la accion en
t=0esS)yt=t(el preciodelaaccionent=tesSs).



Ri=In (579 (1.4)
De (1.3) y (1.4), sededuce: Ry=pt+oevt (1.5)
y por consiguiente (1): dR;=R;; g— R =p dt + o e Vdt. (1.6)

El proceso € Vdt se denomina proceso de Gauss-Weiner, y se escribe dZ, siendo dZ =
€ Vdt. También se denomina movimiento browniano estandar. Utilizamos a continuacion esta
notacién (dZ) por comodidad.

Las Figuras 1.1 y 1.2 muestran un gemplo de las formulas (1.3) y (1.4). Ambas
permiten observar € significado de la volatilidad (mayor dispersion futura de la rentabilidad
y del precio de la accion) y del pardmetro 1 (valor esperado de la rentabilidad). Nétese que
aunque E (Ry) =put; E(S#S e™, Por otro lado, por ser la distribucion gel precio de la
accion lognormal, € véa\l or esperado del precio de la accion (Se k+@r2o )t), no coincide
con lamoda (S €* =YY ni con la mediana (S €.

La funcidn de densidad de la rentabilidad de la accion (la rentabilidad anualizada
esperada de la accion es |, y la volatilidad anualizada esperada es o) es una distribucion
normal:

2
f(Ry) = €05 [(Re—u) /0 VI 5 yom) (L.7)
La funcion de densidad del precio futuro de la accion es una distribucion lognormal:

() = €05 {[IN(SYSp) ~1tl 1 0 V1§25 5 yom) (1.8)

Figura 1.1. Distribucion de probabilidad de la rentabilidad de la accién en un afio de dos
inver sores con idéntica expectativa de rentabilidad (1 = 20%), pero distinta expectativa de
volatilidad (o): uno espera una volatilidad del 20% y €l otro una volatilidad del 30%. Se adjunta
también la distribucién de probabilidad de la rentabilidad de otro inversor que esté

absolutamente seguro (volatilidad = 0) de una rentabilidad del 20%
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Rentabilidad dentro de un afio



Figura 1.2. Distribucion de probabilidad del precio de la accion dentro de un afio (el precio hoy es
1.000 pesetas) de dos inver sores con idéntica expectativa de rentabilidad (1 = 20%), pero distinta
expectativa de volatilidad (o): uno espera una volatilidad del 20% vy el otro una volatilidad del 30%.
Se adjunta también la distribucion de probabilidad del precio dela accién dentro de un afio
deotroinversor que esté absolutamente seguro (volatilidad = 0) de una rentabilidad del 20%
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Los teoremas del cédlculo diferencial ordinario no son aplicables cuando tenemos
ecuaciones con variables aleatorias como la (1.6), es necesario €l lemade 10 (2).

1.2. Valoracion de instrumentos derivados

Los instrumentos derivados pueden valorarse utilizando € método binomial,
resolviendo la ecuacion diferencial que lo caracteriza, por simulacién o por e método de las
martingal as.

El método de las martingalas propone calcular el valor actual neto del valor esperado
del instrumento de un modo muy especifico. El valor esperado del derivado se ha de calcular
suponiendo que el activo subyacente se revaloriza alatasa sin riesgo. El valor actual neto se
ha de calcular actualizando ese valor esperado alatasa sin riesgo.

En e presente documento, denominaremos Eq a valor esperado del derivado
suponiendo que el activo subyacente se revaloriza alatasasin riesgo, y VANg a valor actual
neto del valor esperado actualizado alatasa sin riesgo.

Por ejemplo, e Anexo 2 muestra como calcular la formula de Black y Scholes por
este procedimiento. El valor de una «call» sera VANg [ Eof MAX(SK; 0) }].

El Anexo 3 muestra con mayor profundidad matemética el soporte de la valoracion
de activos derivados por € procedimiento de las martingalas.



2. Derivados ex6ticos

Se denominan opciones exdticas a todas las opciones no tradicionales, entendiendo
por tradicionales las opciones que tienen precio de gercicio fijo y cuyo valor depende del
precio del subyacente en la fecha de gercicio. Generalizando, se suele denominar opciones
exoticas a todas aquellas cuyo valor en la fecha de gercicio no es el de una «call» ni el de
una «put» tradicionales: ni MAX (0; §; — K) ni MAX (0; K — S).

A continuacion se describen las opciones exéticas mas importantes. Aunque para
algunas de ellas se han desarrollado férmulas explicitas, aconsgiamos al lector que utilice
también e método binomial y la simulacion (cuando sea posible) para su valoracion. El
problema que presentan varias de las opciones exdticas es que no son perfectamente
replicables, por o que su valoracién por los métodos basados en el arbitrgje (binomial,
simulacidn...) es muy cuestionable.

3. Opciones digitales

Son opciones parecidas a las «put»» y las «call» tradicionales (tienen valor en el
vencimiento cuando el subyacente es inferior o superior a precio de gercicio,
respectivamente), pero 1o que se obtiene al gjercerla no es K-S («put») ni S-K («call»). Los
cuatro tipos principales que analizamos a continuacion son: pulsos (3), opcion sobre el
subyacente, opcion sobre otro activo (distinto del subyacente), opcién digital correlacionada
y opcion con pago diferido.

3.1. Opcidn digital pura o pulso («Cash or nothing»)
3.1.1. Pulso «call»

Valor en lafechade giercicio: D s §2K; 0s S <K.

El valor del pulso «call» antes de la fecha de gercicio es (4):

«Call»opp(D; S; K; t) = VANg[ Eof D & S 2K }] = VANQ[D] Pg (§; = K).

VANg[D] =D . End Anexo 2 se demuestra que P (S; 2 K) =N (x — 0 Vt).

Por consiguiente:

«Call»opp(D; S; K: t) =D r'' N (x — o Vt). (3.2)

x =[Ln(SKr ) + a?t/2] / (ovt) (3.2)

Ladeltadel pulso «call» es: Agpp=D ' N’ (x — 0 vt) /( S G Vi)

La vaoracion del pulso se ha realizado por € método de las martingalas (5)
(idéntico al seguido en el Anexo 2 para obtener la formula de Black y Scholes). El valor del
pulso «call» antes de la fecha de gjercicio es el valor actual neto (descontando a la tasa sin
riesgo) del valor esperado del activo derivado (suponiendo que el valor esperado de la
rentabilidad del subyacente es también latasa sin riesgo). Por consiguiente:

Ladeltadel pulso «call» es: Agpp =D ' N’ (x — 6 Vt) /[( ST Vi)



3.1.2. Pulso «put»
Valor en lafechade gercicio: D s §<K; 0s S >K.
El valor del pulso «put» antes de la fecha de gjercicio es:
«Put»opp(D; S; K; 1) = VANG[ Eof D & S <K }] =VANg[D] Pq (S £ K).
VANG[D] =D 1! yPq(S<K)=1-Po(S$2K)=1-N (x—0 Vt) =N (=X + G V1)
Por consiguiente:

«Put»opp(D; S; K; 1) =D I PN (=x + 0 V). (3.3)

x =[Ln(SKr ) + g?/2] | (ovt) (3.4)

La Figura 3.1 muestra e vaor a vencimiento y €l valor un afio antes del
vencimiento (para tres volatilidades distintas y en funcion del precio de la accion) de un
pulso «call» con precio de gjercicio (K) 1.000 pesetas 'y un valor del pulso (D) también igual

a 1.000 pesetas. La Figura 3.2 muestra como afecta el tiempo hasta €l vencimiento a valor
del pulso.

La Figura 3.3 muestra € valor a vencimiento y e valor un afio antes del
vencimiento de un pulso «put» de iguales caracteristicas a pulso «call» de laFigura 3.1.

Es evidente que pulso «call» + pulso «put» = D rt, Es también inmediato comprobar
ques K =0, pulso «cal» =D . ParaK muy elevado, pulso «put» = D .

La Figura 3.4 muestra la delta del pulso «call».

3.1.3. Opcion rango («range digital option»)
Valor en lafechade gercicio: D s K1 <S <Kp; 0en caso contrario (6).

Es evidente que esta opcion esta compuesta por dos pulsos «call»: uno, comprado
con precio de giercicio K1, y otro, vendido con precio de gercicio Ko.



Figura 3.1. Pulso «call» (opcion digital pura) («Cash or nothing»)
K =1.000; t =1 afio; r =1,1; D = 1.000
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Figura 3.2. Pulso «call» (opcion digital pura) («Cash or nothing»)
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Figura 3.3. Pulso «put» (opcion digital pura) («Cash or nothing»)
K =1.000; t =1 afio; r =1,1; D = 1.000

-------- vol. = 10% vol. =30% ——— vol. = 60% m—— { =0

1.000
800 T
3
2T 6001
T
© g 400
5=
T
3 200 -+
0 . : : : .
0 500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000
Valor delaaccién (pesetas)
Figura 3.4. Delta del pulso «call» («opcién digital pura») («Cash or nothing»)
K =1.000; t =1afio; r =1,1; D=1.000
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4 ’
8 _ 37 L
S B 1 \
2 &8 v

24 1 '
8 Co
Se 11 }
m ’ \‘
a

0 — — ! : : :

0 500 1.000 1.500 2.000 2.500 3.000

Valor delaaccion (pesetas)

3.2. Opcion sobre el subyacente («ordinary asset or nothing») (7)

Valor en lafechade gercicio: S s §=2K; 0s S <K
El valor antes de la fecha de gercicio es (8):

Cots(D; S K; 1) =VANQ[ Eof S & §=2K }]



En el Anexo 2 sedemuestraque Eof S & S =K} = SrtN (x).
Es evidente que VANQ[ STt N (x)] = SN (x).
Por consiguiente:

COTS =SN (X) (35)
x = [Ln(SKrY) + 0t/2] / (o) (3.6)

Aors=N (X) + N’ (x — o Vt) /(o Vi)

V éase que esta opcion es la suma de una opcidn digital pura «call» con D = K y una
«call» europea esténdar. La Figura 3.5 muestra el valor al vencimiento y el valor un afio antes
del vencimiento (para tres volatilidades distintas y en funcion del precio de la accion) de una
opcion de tener e subyacente («ordinary asset or nothing») con precio de gercicio (K) 1.000
pesetas.

Figura 3.5. Opcién sobre e subyacente («ordinary asset or nothing»)
Pulso. K =1.000; t =1 afio; r =1,1; D = 1.000
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3.3. Opcidn sobre otro activo («another asset or nothing»)
Valor en lafechade gercicio: W; s §2K; 03 §<K
Esta opcion nos permitiré tener un activo (por gjemplo, una accién de precio Wy) s

el precio de otro activo (por ejemplo, una accidn de precio S;) es superior a precio de
gercicio K.



El valor de esta opcion antes de la fecha de gercicio es:
Coa(W; S; K t) = VANQ[ Eq{ Wy & § 2K }]

Se puede demostrar facilmente que Eqf Wy & S; = K} = N2 (X, Xs— Og Vt + p 0, Vt, p).
Siendo N2 (a, b, p) la probabilidad acumulada de la distribucion normal bivariante

con limite superior a para la primera variable, b para la segunday correlacion p entre ambas
variables. Por consiguiente:

Coa =W N2 (Xy, Xs— OsVt +p oy VE, p). (3.7)
Xy = [LN(W/KT ™Y + 6,,24/2] / (0,Vt) (3.8)
Xs = [LN(SKT ™) + 02t/2] / (ogvt) (3.9)

p es la correlacion entre las rentabilidades de los precios de ambas acciones.

3.4. Opcidn digital correlacionada

Valor en lafechade gercicio: «Call» W;—Xs §=K; 08 §<K
«Put» X-W; s §<K; 0s§>K

Valor dela«call» = W N2 (x,, Xs— OgVt + p G, Vt, p)
— X rt N (Xyy— 0w Vt, Xs— OVt , p) (3.10)

Siendo N2 (a, b, p) la probabilidad acumulada de la distribucion normal bivariante
con limite superior a para la primera variable, b para la segunday correlacion p entre ambas
variables (9). Véase que la opcion sobre otro activo («another asset or nothing») es un caso
particular de ésta: con X = 0.

3.5. Opcidn con pago diferido («paylater options»)
Valor en lafecha de gercicio:
«Call»pago diferido: St—K - Cpp sl §2K; 08 §<K
«PUt»pago diferido’ K —St—Pep 8 §<K; 08 §>K

Cpp Y Ppp son € valor de la «cal» y la «put» que se pagaran en la fecha de
gjercicio. En estas opciones no se paga hada hoy. EI comprador de la opcion debe pagar la
prima en la fecha de gercicio si la opcion se gjerce. Notese que € gjercicio es obligado para
el comprador en situaciones que no le interesan: € comprador de una «call» est4 obligado a
gjercerlas €l precio de laaccién en lafecha de gercicio es superior a precio de gercicio K,
aunque no sea superior a K — Cpp. Por eiemplo, en laFigura3.6, s el valor delaaccién en la
fecha de gercicio es 1.050 pesetas, el poseedor de la «call» debera gercerlay perdera 200
pesetas.
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Figura 3.6. «Call» con pago diferido («paylater call»)
Valor en lafecha de gjercicio. K = 1.000; Cpp = 250
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La Figura 3.6 permite concluir que una «call» con pago diferido es igual a una
«call» ordinaria menos un pulso «call» con igual precio de gercicioy D = Cpp. Cuando se
emite la «call» con pago diferido (en t = 0) su valor es cero, por consiguiente, en ese
momento:

«Ca”» (S, K, t) = «Ca”»ODP (CPD, S, K, t)

Por consiguiente: SN (x) —K N (x—0Vt)=Cpp N (x —o Vt). El preciodela
«cal» (Cpp), que sefijaent =0, es.

Cpp = STYN (X)/N (x — 0 vt) —K, siendo x = [Ln(S/Kr™) + a/2] / (ovh).

Cpp es siempre superior al valor de la «call» ordinaria equivalente: Cop > «Call» (S;
K; t). Laventgja de la «call» con pago diferido es que no se debe gjercer (y tampoco se paga
Cpp) s © precio final delaaccion esinferior aK.

Mas adelante, cuando el tiempo hasta el gercicio es T, el valor de la «call» con pago
diferido es:

«Call»pago diferido (Cpp; S K; T) = «Call» (S; K; T) —«Call»opp (Cpp; S, K; T) - (3.11)

Ejemplo. Calcular la prima de una «call» con pago diferido (Cpp) a un afio sobre una accion cuyo
precio hoy es 1.000 pesetas. La volatilidad esperada de la accion es 60%. r = 1,1. El precio de gercicio de la
opcién es 1.000 pesetas. La accidn no repartira dividendos durante €l préximo afio.

El vaor de la «call» europea ordi rl?ria de estas caracteristicas es «Call» (1.000; 1.000; 1 afio) =
273,31 pesetas. Es inmediato comprobar quer N (x — o Vt) = 0,4035. Por consiguiente, Cpp = 677,3 pesetas.
¢Cudl sera el vaor de la «call» con pago diferido dentro de seis meses? Y a hemos sefialado que €l valor de una
«call» con pago diferido esigual a una «call» ordinaria menos un pulso «call» con igual precio de gjercicioy D
=677,3. LaFigura 3.7 muestrael valor de la «call» con pago diferido dentro de seis meses en funcion del precio
de la accion en ese momento.
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Figura 3.7. «Call» con pago diferido («paylater call»). Valor dentro de seis meses
K = 1.000 pesetas; Cpp = 677,3; 0 =60%; t = 6 meses; r = 1,1
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La Figura 3.8 muestra € valor de una «put» con pago diferido en la fecha de
gercicio. La Figura 3.8 permite concluir que una «put» con pago diferido es igua a una
«put» europea ordinaria menos un pulso «put» con igual precio de gercicioy D = Ppp.
Cuando se emite la «put» con pago diferido su valor es cero, por consiguiente, en ese
momento:

«Put» (S; K; t) = «Put»opp (Ppp; S; K; 1).

Ppp €s superior a valor de la «put» europea ordinaria equivalente: Ppp > «Put» (S;
K; t). Laventga de la «put» con pago diferido es que no se debe gercer (y tampoco se paga
Ppp) S €l precio final de la accion es superior aK.

Mas adelante, cuando €l tiempo hasta el gercicio es T, e valor de la «put» con pago
diferido es:

«Put»pago diferido (Pro; S; K; T) = «Put» (S; K; T) — «Put»opp (Pep; S; K T) - (3.12)

Figura 3.8. «Put» con pago diferido («paylater put»)
Valor en la fecha de gjercicio. K = 1.000; Ppp = 250
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4. Opciones con valor dependiente de la trayectoria del subyacente
4.1. Opciones «lookback»

Se denominan opciones «lookback» a aguellas cuyo valor depende de la cotizacion
maxima o minima alcanzada por el subyacente. S es la cotizacion de la accion hoy.

S M=MAX. (S S... )y m=MIN. (S, S;... &), podemos definir Ry, = In(M/S) y
Ry = In(m/S). Una formula muy atil para valorar este tipo de opciones es la que nos
proporciona la probabilidad de que Ry, seainferior (10) aun valor z (z 2 0):

pz/cy2

PRy <2) =N [(z-ut)/(oVt)] - e2 N [(=z — ut)/(o V)]

La Figura 4.1 muestra gréficamente esta probabilidad. En ella se observa que cuanto
menor es el tiempo hasta el vencimiento, antes se alcanza la probabilidad 1, es decir, es mas
probable que Ry, seainferior a un determinado valor z.

Analogamente, la probabilidad de que Ry, sea superior aun valor z (z < 0) es:
2;12/02
P(Ry=2) =N|[(-z+ ut)/(oVt)] —€ N [(z + ut)/(o Vi)]

La Figura 4.2 representa dicha probabilidad. Se puede observar cédmo, para un
determinado valor de z, la probabilidad de que R, sea superior a éste es mayor conforme
menor es el tiempo que falta para el vencimiento.

Recordar que para valorar derivados que se pueden replicar, hemos de utilizar la
siguiente relacion: p = In(r) — a?/2.

Figura4.1. P (R < 2) 5
0 =30%;r =11 p=In(r) — o2

________ t=1 mes —— =3 meses ——— G ESES t=1afo
1 - .
08 i
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U T
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0~

0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90%  100%

z
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Figura4.2.P (R, 22
0 =30%; r =11, u=In(r) —o“/2
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4.1.1. «Call lookbacks (subyacente)

Valor en lafecha de gercicio: Max. (0; MAX (S, $... §) —K).

Las «cal lookback» (subyacente), aunque sSean americanas, pueden valorarse
mediante simulacion porgue nunca es optimo ejercerlas anticipadamente. La expresion que
proporciona el valor de una «call lookback» (subyacente) emitida hoy (11) sobre una accion
gue no reparte dividendos, es

S K>S «CaligobacksS = SN(X) —K rIN(x—o vt) +

+S —t 2 t 2l n(r)/c2

(0,5 6% In(r)) [ MNX) —(K/S) N(x — 2In(r) vt /0)] (4.1)

x=Ln(S/KrY) /(o Vi) +ovt/2 (4.2)

Notese que los dos primeros términos corresponden al valor de una «call» europea
ordinaria con precio de gercicio K. Es € tercer término € que afiade mas valor a la «call
lookback» (subyacente) respecto ala «call» ordinaria.

SK<S  «CalgokpacksS = *SN(Xp) =S N(x; — 0 Vt) + 17 (S—K) +

+Sr1(050% In(n) [ MN(xg) —N(x; —2in(r) vt /0)] (4.3)

x;=Ln(Y) /(@ Vt) +avt/2. (4.4)
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Véase gque los dos primeros términos corresponden a valor de una «call» europea
ordinaria con precio de gjercicio K = S. Los términos tercero y cuarto afiaden mas valor ala
«call lookback» (subyacente) respecto ala «call» ordinaria.

La Figura 4.3. muestra el valor de una «call lookback» (subyacente). Nétese cOmo
éste va disminuyendo conforme se aproxima la fecha de gercicio.

En la Figura 4.4 se observa cémo influye el precio de gercicio en €l valor de una
«call lookback» (subyacente): cuanto menor es el precio de gercicio, mayor es su valor.

La Figura 4.5 compara una «call lookback» (subyacente) con una «call» ordinaria.
Notese que el valor de la primera esta siempre por encima de la segunda, derivado del hecho
de que en lavaloracion de la «call lookback» (subyacente) se tiene en cuenta el maximo valor

alcanzado por € subyacente.

Figura 4.3. «Call lookback» (subyacente)
0=40%; K =1.000; r =1,1

subyacente

«Call lookback»

400 600 800 1000 1200 1400 1.600

Precio dela accion (S)

Figura 4.4. «Call lookback» (subyacente)
0=40%;t=6meses; r =11

subyacente

«Call lookback>»

400 600 800 1000 1200 1400 1.600

Precio dela accion (S)
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Figura 4.5. Comparacion de una «call lookback» (subyacente) con una «call» ordinaria
0=40%;t=6meses; r =1,1; K =800

«call lookbacky ———————«call ordinaria»

1.000
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2 a0 //
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I 400
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400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600

Precio dela accion (S)

Para calcular € valor de una «cal lookback» (subyacente) sobre una accién que
reparte dividendos (siendo € valor actual de los mismos D), basta sustituir el valor de S por
SD.

Ejemplo. Considerar una «call lookback» sobre el IBEX con tres meses hasta €l gjercicio y precio de
gjercicio 3.900 pesetas. Cada punto del IBEX se considera una peseta. El IBEX hoy es 3.900 puntos. Los
dividendos anuales del IBEX se estiman en 4,08% del indice hoy, la volatilidad esperada es 28% y la tasa de
interés sin riesgo es 7,25%.

El valor de la «call lookback» resulta ser 443 pesetas. Este valor contrasta con e de la «call»
ordinaria de iguales caracteristicas: 229 pesetas. Con volatilidad del 20%, el valor de la«call lookback» es 312
pesetas, y € de la «call» ordinaria de iguales caracteristicas, 168 pesetas.

4.1.2. «Put lookback» (subyacente)
Valor en lafecha de gercicio: Max. (0; K —MIN. (S, S;... §)).

La expresion que proporciona e valor de una «put lookback» (subyacente) sobre
una accion gue no reparte dividendos es:

SK<S «PliogpaksS= K I Nx+0 VD) -SNE-) +

+Sr105 0% In(n) [ (K19 N(=x + 2in(r) vt /o) — 'N(x) ] (4.5)
x=Ln(S/KrY)/(oVt)+oVt/2 (4.6)
Notese que los dos primeros términos corresponden a valor de una «put» europea

ordinaria con precio de gjercicio K. Es el tercer valor €l que afiade mas valor a la «put
lookback» (subyacente) respecto ala «put» ordinaria.
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S K>S  «PUligobacksS = ~SN(—X) + SFIN(=x, +oVt) + I (K= S) +
+Sr(05 0% In(r) [ ="'N(=xy) + N(=x; + 2In(r) vt /0)] (4.7)
x;=Ln () /(@ Vt) + ot/ 2, (4.8)

Véase gue los dos primeros términos corresponden a valor de una «put» europea
ordinaria con precio de gjercicio K = S. Los términos tercero y cuarto afiaden méas valor ala
«put lookback» (subyacente) respecto ala «put» ordinaria.

La Figura 4.6 muestra € valor de una «put lookback» (subyacente). Se puede
observar cdmo el paso del tiempo influye en términos de menor valor de la opcion.

En la Figura 4.7 se observa que cuanto mayor es el precio de gercicio, mayor es €l
valor de la «put lookback» (subyacente).

La Figura 4.8 muestra la comparacién entre una «put lookback» (subyacente) y una
«put» ordinaria. Notese que e valor de la primera es siempre superior a de la «put»
ordinaria, debido a que la valoracion de la «put lookbacks (subyacente) se realiza teniendo en
cuenta el minimo de los precios del subyacente.

Figura 4.6. «Put lookback» (subyacente)
0 =40%; K =1.000; r =1,1

________ t:].mes —tzsme%S _t:6me%s
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Precio delaaccion (S)
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Figura 4.7. «Put lookback» (subyacente)
0=40%;t=6meses; r =11

-------- K=800 ———K=1000 s=——=1]200

1.200
1.000
800 +
600
400
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«Put lookback»
subyacente

Precio dela accion (S)

Figura 4.8. Comparacion de una «put lookback» (subyacente) con una «put» ordinaria
0=40%;t=6meses; r =1,1; K =800
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Precio dela accion (S)

Paracacular € valor de una «put lookback» (subyacente) sobre una accién que reparte
dividendos (siendo € valor actua de los mismos D), basta sustituir €l valor de S por S-D.

Ejemplo. Considerar una «put lookback>» sobre el IBEX con tres meses hasta €l gjercicio y precio de
gercicio 3.900 pesetas. El IBEX hoy es 3.900 puntos. Los dividendos anuales del IBEX se estiman en 4,08%
del indice hoy, lavolatilidad esperada es 28% y la tasa de interés sin riesgo es 7,25%.

Con volatilidad del 28%, €l valor de la «put lookback» resulta ser 416 pesetas, y e de la «put»
ordinaria de iguales caracteristicas, 201 pesetas. Con volatilidad del 20%, el valor de la «put lookback» es 303
pesetas, y e de la «put» ordinaria de iguales caracteristicas, 140 pesetas.
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4.1.3. «Call lookbacks (precio de gjercicio)
Valor en lafechade gercicio: S —MIN (S, S;... §).

El valor de la «call lookback» (precio de gjercicio) antes de lafecha de gercicio es:

«Calljookback-K (S; 0; 1) = VANQ [ Eof S—MIN (S, S1 .. $) }] =

=VANQ[ §—Eo{MIN (S, S;... §) }] =S- r_t[ Eo{MIN (S, S1... §) }.

Un poco de agebra permite comprobar que la expresion que proporciona el valor de
una «call lookback» (precio de gjercicio) que se emite hoy sobre una accion gque no reparte
dividendos, es:

«Calljgokback»K (S; 0; r; 1) = SN(X) - S r N(x —o Vt) +

+[SI N (= + 2In(r) vt /o) —SN(=x)] [(0,5 % In(r)] (4.9)

x=Ln(Y/(oVt)+avt/2 (4.10)

Los dos primeros términos corresponden a una «call» ordinaria con K = S. Es €
tercer término e que aflade valor a la «call lookback» (precio de ejercicio) respecto a la

ordinaria.

La Figura 4.9 muestra el valor de una «call lookback» (precio de gjercicio). Notese
gue a medida que nos acercamos a la fecha de vencimiento, €l valor de ésta disminuye.

Del mismo modo, en la Figura 4.10 se observa que a medida que aumenta la
volatilidad, €l valor de la «call lookback» (precio de gercicio) también aumenta.

En la Figura 4.11 se compara una «call lookback» (precio de gercicio) con una
«call» ordinaria. Véase que € valor de la primera se sitla siempre por encima del de la
segunda, como consecuencia de utilizar en la valoracion de la «call lookback» (precio de
gjercicio) el minimo de los precios del subyacente.
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Figura 4.9. «Call lookback» (precio de gjercicio)
0=40%;r=11
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Figura 4.10. «Call lookback» (precio de € ercicio)
t=6meses; r =11

-------- 0=20% — 0 = 30% m— G = 40%
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Figura 4.11. Comparacion de una «call lookback» (precio de gercicio) con una
«call ordinaria at the money»
0=30%;t=6meses; r =11
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Si la «call lookback» (precio de gercicio) no se emite hoy, sino que fue emitida en el
pasado, laformula que se ha de utilizar es distinta de |a sefialada, porque el valor de la opcion
dependera de la cotizacion minima que haya tenido la accion desde la emision de la
opcion hasta hoy.

4.1.4. «Put lookback» (precio de gercicio)

Vaor en lafechade gercicio: MAX. (S, S;... &) - S.

La expresiéon que proporciona el valor de una «put lookbacks» (precio de gercicio)
que se emite hoy sobre una accion que no reparte dividendos, es.

“PUtioorpack,K = STTN(X + 0 V) — SN(=X) +

+[SN(X) — SN (x —2In(r) vt /6) ] [(0,5 o/ In(n)] (4.12)

x=Ln@")/(oVt) + ot/ 2. (4.12)

Los dos primeros términos corresponden a una «put» ordinaria con K = S. Es €
tercer término e que afade valor a la «put lookback» (precio de gercicio) respecto a la
ordinaria.

La Figura 4.12 muestra el valor de una «put lookback» (precio de gjercicio) y la

influencia que en éste tiene el tiempo que falta hasta € vencimiento. Notese que a medida
gue se acerca lafecha de gercicio, el valor de la opcion exotica se reduce.
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Paralelamente, en la Figura 4.13 se observa como afecta la volatilidad al valor de
una «put lookback» (precio de gercicio). Si la volatilidad del subyacente sufre un
incremento, el valor de la opcion también aumenta.

La Figura 4.14 compara €l valor de una «put lookback» (precio de gercicio) con €l
de una «put ordinaria at the money». Como puede observarse, €l primero es superior a de la
«put» ordinaria como consecuencia de la utilizacion del maximo precio del subyacente en
la valoracion de la opcidn exdtica.

Figura 4.12. «Put lookback>» (precio de g ercicio)
0=40%;r =11
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Figura 4.13. «Put lookback>» (precio de g ercicio)
t=6meses; r =11
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Figura 4.14. Compar acion de una «put lookback» (precio de gercicio) con una
«put ordinaria at the money»
0=30%;t=6meses; r =11

—— <UL |00KbaCK —  «put ordinaria at the money»

300

200 e —

I
100

/

—

«Put lookback» precio de
gercicio

0 200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600

Precio dela accion (S)

Si la «put lookback» (precio de gjercicio) no se emite hoy, sino que fue emitida en el
pasado, laformula que se ha de utilizar es distinta de |a sefialada, porque el valor de la opcién
dependera de la cotizacion maxima gue haya tenido la accion desde la emision de la
opcion hasta hoy.

4.1.5. Opcion MAXIMIN

Valor en lafechade gercicio: MAX. (S, $1... &) —MIN. (S, S;... §).

Es evidente que €l valor de esta opcion es la suma de una «call lookback» (precio de
giercicio) y una «put lookback» (precio de gjercicio).

4.2. Opciones asiaticas

Se denominan opciones asidticas a aguellas cuyo valor depende del promedio de los
valores que ha tenido el subyacente durante la vida (o parte de ella) de la opcién.

«Call» asiética. Valor en lafechade gercicio: Max. (0; Spromedio — K)-
«Put» asiatica. Valor en lafecha de gjercicio: Max. (0; K — Syromedio )-
4.3. Opciones seudoasiaticas
Se denominan opciones seudoasiéticas a aquellas cuyo precio de gjercicio es €l

promedio de los valores que ha tenido el subyacente durante la vida (o parte de €lla) de la
opcion (promedio de valores para el precio de gercicio).
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«Call» seudoasiatica. Valor en lafecha de giercicio: Max. (0; St — Syromeio)-
«Put» seudoasiatica. Valor en lafecha de gercicio: Max. (0; Syromedio — St )

4.4. Opciones asiaticas geométricas
Estas opciones si que pueden replicarse (12).

«Call» asiatica geométrica. Valor en la fecha de gercicio. Max. (0; Spegia
geométrica—K)-

«Put» asiatica geométrica. Valor en la fecha de gercicio: Max. (0; K — Syedia
geométrica),

Ejemplo. Calcular el vaor de una «call» asidtica, una «put» asidtica, una «call» seudoasi&ticay una
«put» seudoasiatica, una «call» asidticay una «put» asiatica, todas ellas sobre el IBEX con tres meses hasta €l
gjercicio. El precio de gjercicio de las opciones asiéticas es 3.900 pesetas. El IBEX hoy es 3.900 puntos. Los
dividendos anuales del IBEX se estiman en 4,08% del indice hoy, la volatilidad esperada es 28% y la tasa de
interés sin riesgo es 7,25%.

Los calculos se han realizado por simulacion. Con volatilidad del 28%, €l valor de la «call» asidtica
resulta ser 136 pesetas, €l de la «put» asidtica 121, el de la «call» seudoasidtica 139 pesetas y €l de la «put»
seudoasidtica 115. Con volatilidad del 20%, el valor de la «call» asidtica resulta ser 99 pesetas, € de la
«put» asidtica 84, el de la «call» seudoasiatica 101 pesetas, y € de la «put» seudoasiética, 80.

4.5. Opciones barrera o condicionales

Estas opciones son una «call» 0 «put» ordinaria con una barrera (B) que hace que la
opcion adquieraun valor fijo (L) si e méximo o el minimo de los valores del subyacente han
topado con la barrera. El valor en la fecha de gercicio de las ocho opciones condicionales
simples es:

«CALL» «PUT»

«Up and out». Méx (0; S -K) Max. (O;K-5) s MAX. (S, S,...§) <B
L L s MAX. (S, S;...S) >B

«Down and out». Max. (0; §—K) Max. (0, K-5) s MIN. (S $,...&) =B
L L S MIN. (S, S,...S) <B

«Up and in. Max. (0; S —K) Max. (0;K-S) s MAX.(S S;..S) =B
0 0 s MAX. (S, S;... S) <B

«Down and inx». Méx. (0; S —K) Max. (0;K-S) s MIN. (§ $... &) <B
0 0 S MIN.(S, S,...S) >B

Las opciones «down and out» se denominan también opciones «knock-out». Las
opciones «down and in» se denominan también opciones «knock-in».
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En Espafia ya se utilizan este tipo de opciones. |os bonos bolsa emitidos por Caixa
Cataluia en 1995 (13) contienen una «call up and out» a 3 afios con parametrosK = So, L =
1,2Soy B =1,6 So, siendo So e valor del IBEX 35 en lafecha de emision. Existen muchos
mas tipos de opciones condicionales. Por g emplo, aquellas en las que la barrera se compara
con un promedio de cotizaciones (en lugar de con un maximo o minimo), aquellas en que la
barrera se especifica como un promedio de cotizaciones, etc.

Una buena referencia sobre opciones condicionales es Rubinstein y Reiner,
«Breaking Down the Barriers», Risk 4 (8), pags. 31-35.

El valor de una «call down and out» antes de la fecha de gjercicio es (suponiendo L

=0):

SiB<K: «Callgown outs (B<k) = SN(X) — K I N(x, — 0 Vi)~
~S®B/9PIN (x,) —K (B9~ IN(x, — 0 Vi) (4.13)
x, = Ln (SKr™) / (ovt) + ovt/2 (4.14)
X, = Ln [BZ/(SKr™)] / (oVt) + ovt/2 (4.15)
@ = In(r)/c? (4.16)

s B>K: «Callgounouts 85K) = SN(X) =B 1 N(x3— 0 Vi)+ (B-K) 1 N(x3— 0 Vi) -

~SB9P N (x,) —K r (B9 IN(x, — 0 Vi) (4.17)
X5 = Ln (SIBrY) / (oVt) + ovt/2 (4.18)
X, = Ln [BI(S)] / (oVt) + ovt2 (4.19)
@ = In(r)/c? (4.20)

En €l caso de que L no sea cero, se debe sumar alos valores proporcionados €l valor
actual delL, quees:

L[ (B/9)" N(x5) - (B/S)* N (xg)I. (4.21)
donde:

xg = [ Ln (B/S) +tq] / (avt) (4.22)

Xg=[Ln(B/S) —tq]/(oVt) (4.23)

q = [ (Ln(r) — 0%2)% + 2 In(r)a?]°° (4.24)

n = g-05+ g/c? (4.25)

z = g-05-q/c? (4.26)
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Si K>B, €l valor de una «call up and out» es cero.
Existen cuatro relaciones evidentes entre las opciones barrera:

«Call gown-outs, + <Call gown-iny = «Call»grdinaria
«Putgown-outss * “PUtdown-iny = «PUt>ordinaria
«Ca”»up-out» + «Ca”up-in»— «Call»grginaria

«Put»up_out» + « «Put

up-in»— Yordinaria

4.6. Valoracion de opciones dependientes de la trayectoria por €l método binomial

Valorar una opcion especial sobre las acciones de la empresa ABC. La opcidn especial tiene las
siguientes caracteristicas. En cada uno de los siguientes tres periodos, €l poseedor de la opcidn especia tiene el
derecho a devolver la opcién a la empresa y recibir a cambio un pago igual a precio de la accidn en ese
momento, o el precio de laopcién en el periodo anterior (el que sea mayor). Después de tres periodos, la opcidn
expira. El precio actual de laaccién de laempresa ABC es 400 ptas,. y durante cada periodo el precio aumentara
o disminuira en un 50%. La accién no paga dividendos y €l tipo de interés es del 10% por afio.

Solucidn. Laevolucion del precio de laaccion es:

—
1
o
—
1
—
—
1
N
—
1
w

1.350
900
600 450
S= 400 < 300
200 150
100
50

u=15d=0,5r=11 p=(r—d)/(ud) =0,6.

Como esta opcién depende del camino recorrido, es interesante ver que, por giemplo, al valor de 300
ent = 2 se puede llegar bajando desde 600 (en t = 1) o subiendo desde 200. Por esta razdn, desdoblamos €l arbol
binomial:

t=0 t=1 t=2 t=3

900 —— 1.22%

o < 30— 41128

= 30— 41128
o0 < 100 = 128

El valor de la opcion especial en cada periodo t es Ct = MAX (S ; Ci—1). El vaor de esta opcion

especial en algunos de los nudos del arbol binomial es:

C1.350 = MAX. (1.350 ; Cggg) = MAX. [1.350; (0,6 x C1350 + 0,4 X Cg50)/1,1]

Cooo = MAX. [900; Cgog; (0,6 X C1350 + 0,4 X Cg50)/1,1]
Ce00 = MAX. [600; Ca00; (0,6 x Cggp + 0,4 X C300)/1,1]
Caoo = (0,6 x Cgpp + 0,4 x C200)/1,1
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Resolviendo todas las ecuaciones de los nudos, resulta (los nimeros subrayados significan gjercicio
inmediato):

t=0 t=1 t=2 t=3

1.350

1.157,14 115714

991,84 < 991,84

99184 = ooles

C= 850,15 850,15
85015 = 85015

El valor de la opcidon especial es 850,146 pesetas. Si la opcidn especia no se pudiera gercer en cada
periodo, sino sélo en € dltimo, su valor seria 514,29 pesetas, como se detalla a continuacién:

t=0 t=1 t=2 t=3
1.350

1.157.14 1.157.14

771,43 < 450,00

38571 = 38571

Ce= 514,29 450,00
38571 = 38571

257,14 < 150,00
10857 = 12857

4.7. Opciones cuyo precio de gercicio es €l subyacente antesdel gercicio

El valor en la fecha de gjercicio (z) de una opcién que proporciona a su poseedor €
derecho a comprar una accion pagando una cantidad igual al precio de laaccién ent (t<z) es:

MAX. (S~ S; 0)

El valor de esta opcion hoy (T = 0) es:

«Call»s, _g = VANg[ Eof MAX. (S;— S 0)}] = VAN [ Eo{ S-St/ S, > St }]
Un poco de dgebra permite comprobar que:

«Call»g, _ g = SNKX) = Sr Y Nx -0 V(z-1) (4.27)

X =V(z=t) [Ln (r) + 0%2] | o (4.28)
LaFigura4.15 muestra el valor de una «call» cuyo precio de gercicio es el valor del

subyacente en un determinado momento antes del gercicio. Como se observa, conforme se
algjaen el tiempo ese momento, €l valor de la «call» disminuye.
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La Figura 4.16 muestra como afecta el tiempo que queda hasta el gercicio al valor
de la «call» exdtica. Notese que a medida que aumenta el tiempo hasta el vencimiento,
aumenta también el valor de la opcion.

En cuanto a la volatilidad, la Figura 4.17 muestra que un incremento en ésta se
traduce en un mayor valor de la opcion.

En laFigura4.18 se observa como afecta el tipo de interés al valor de una «call» con
precio de gjercicio igua a precio del subyacente en una fecha anterior al gercicio. A medida
gue aumenta €l tipo de interés, mayor es el valor de la opcion exdtica.

Figura 4.15. Opciones cuyo precio de gercicio es el subyacente antes del gercicio
z=1lafho, 0=40%;r =111
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Figura 4.16. Opciones cuyo precio de gercicio es el subyacente antes del gercicio
S=1000;, 0 =40%;r =11
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Figura 4.17. Opciones cuyo precio de gercicio es el subyacente antes del gercicio
S=1000;r =11, z=1afio
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Figura 4.18. Opciones cuyo precio de gercicio es el subyacente antes del gercicio
S=1.000; 0 =40%; z=1afio
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4.8. Opciones «Boom» y «Crash»

Estas opciones tienen como precio de gercicio una rentabilidad (por gemplo, la
rentabilidad de un indice). Por eso se necesita un valor nociona (VN) que proporcione €l
valor en pesetas de la opcion.

El valor de una opcion «Boom» en lafecha de gjercicio (t), es:

Opciongoomy» = VN X MAX. [ MAX. {rq, o, 3, r4... 11} —Kk; Q. (4.29)
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Iy, o, I3, I4... I; SON las rentabilidades del activo subyacente durante los periodos
(dias, semanas... segin se defina la opcion) de vigencia de la opcion. k es e precio de
gjercicio, que en estas opciones es una rentabilidad.

El valor de una opcion «Crash» en lafecha de gjercicio (t) es:

Opcioncrashy = VN X MAX. [ K =MIN. {rq, o, rg, rq... rid; 0. (4.30)

ry, ry, s, f4... I SON las rentabilidades del activo subyacente durante los periodos
(dias, semanas... segun se defina la opcion) de vigencia de la opcion. k es € precio de
gjercicio, que en estas opciones es una rentabilidad.

El método més facil de valoracion de estas opciones es € de las martingalas. Por
gjemplo, € valor de una opciéon «Boom» en el momento de su creacién (t = 0), es:

VANgG[ Eof VN x MAX. [ MAX. {rq, Iy, I3, I4... 1} —K; Q]}] =
=11 VN Eg{ MAX.[ MAX.{rq, Iy, I, I4... 1} —k; O]}

El articulo de Longin (1995) proporciona una guia para la valoraciéon de estas
opcionesy su replicacion.

5. Opciones sobre opciones

Con frecuencia se denominan también opciones compuestas (14).

5.1. «Call sobre call»
Una «call sobre una call» se puede valorar utilizando el método binomial.

Ejemplo. Lacotizacion actua de una accion de laempresa AAA es 1.000 ptas. En cada periodo, la
cotizacién aumentara en 100% o disminuird en un 50%. La accién no paga dividendos y la tasa de interés sin
riesgo es 10% en cada periodo.

Suponer que se negocia una opcién de compra europea sobre la accién de la empresa AAA con dos
periodos hasta el vencimiento y con un precio de gjercicio de 800 ptas. Considerar ahora una opcion de compra
europea con un periodo sobre la opcidn de compra europea con dos periodos. Esta segunda opcién comprada da
a su poseedor €l derecho a comprar la primera opcién por un precio de gjercicio de 400 ptas. ¢Cual es el valor
correcto de esta opcién de compra con un periodo?



Solucién

. 1,1-0,5
= p=———=04
2-05

Ce= 50248 <

872, 72 K=400
Cec = 317,355

«Call» sobrelaC e

Cc=(872,72x 0,4) / 1,1 = 317,355 pesetas.
Notar que aplicamos la «P» que resulta del movimiento de la accion (sin ninguna transformacion),

pues es € precio que determina el valor de laopciony el de la opcién sobre la opcion. Dado el movimiento de
la accion:

usS
S <
ds
formamos una cartera réplica con los mismos «cash-flow» que la opcion sobre la opcién,

AUS + Br = Cu = 872,72

AS+B
AdS+Br=Cd=0

“u% %7272 - o581

(u-d)s 1,5x1.000

Cq-dC, -0,5x872,72
B = = = —264,4628
(u=d)r 1,5x1,1

872,72
317,355 = 0,581 x 1.000 — 264,4628 < .
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También podemos replicar la opcion sobre la opcion con A opciones sobre laacciony B’ pesetas en
bonos.

1.272.72
Ce=502,48 —
© < 7272
u=253 d=014;r =11, p=04

872,72 —— .
A= = 0,72 opciones sobre la accion
0 (u' -d')x502,48

_ —d' x 872,72
- (u=d")xr

_ 872,72
317,355 = 0,72 x 502,48 —48,084 <
0

La expresion del valor de una «call» europea (con precio de gercicio K y tiempo
hasta e ¢gercicio t) sobre una «call» sobre una accién (con precio de gercicio X y
tiempo hasta el gerciciot + T), viene dada por (15):

= —48,084 ptas.

«Callal» = SNp (g, y1, VIVt + T)]) =K I N (yp)

= X DN (g, yo, VIH(E + T, (5.1)
donde:

x1 = [ Ln (S/X) + (In(r) + 0,56?) (t + T)] / (o V[t + T]); (5.2)

Xo=X1— OV[t+T] (5.3)

y1=[Ln(S/Sky) + (In(r) + 0,502) t] / (o Vt); (5.9

yo=Yy1— OVt (5.5)

Skt = valor de la accion en t que hace que la «call» con precio de gjercicio X tenga
unvaor K ent. N2 (a b, p) esla probabilidad acumulada de la distribucion normal bivariante
con limite superlor aparalaprimera variable, b parala segunday correlaciéon p entre ambas
variables. El término Ny (x1, y1, V[t/(t + T)]) esladeltade la «call sobrelacall». N (y,) esla
probabilidad de que S; sea superior a Skt. N (X5, Yo, V[t/(t + T)]) esla probabilidad de que S;
seasuperioraSkientyaXent+T.

Se deja como gjercicio para el lector comprobar quesi T =t (entonces Skt = K + X)
y K =0, la«call sobre una call» se convierte en una «call» europea ordinaria (16).
5.2. «Put sobre call»

El valor de una «put» europea sobre una «call» sobre una accion es:
Ptca» = X 17T N (g, o, ~V[U(t+ T))

S Na (g, yp, ~V[U(t + T)]) + K ™' N (=) (56)
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5.3. «Call sobre put»

La expresion del valor de una «call» europea (con precio de gercicio K y tiempo
hasta e egercicio t) sobre una «put» sobre una accion (con precio de gjercicio X y
tiempo hasta el gerciciot + T), viene dada por:

«Callpyt» = =S Np (X1, =y, V[U/(t + T)]) =K N ()
+ X T DN, (=0, o, VUt + T))), (5.7)

donde:

Skt = valor de la accion en t que hace que la «put» con precio de gercicio X tenga
unvalor K ent.

Ejemplo. Considerar una «call» con tres meses hasta €l gercicio y precio de gercicio 100 pesetas,
sobre una «put» sobre el IBEX con nueve meses hasta el gjercicio y precio de gjercicio 4.000 pesetas. Cada
punto del IBEX se considera una peseta. El IBEX hoy es 3.900 puntos. Los dividendos anuales del IBEX se
estiman en 4,08% del indice, la volatilidad esperada es 28% y latasa de interés sin riesgo es 7,25%.

Skt resulta 4.612 pesetas. El valor de la «call sobre la put» resulta 280 pesetas. El valor de una «call
sobre una call» con idénticos pardmetros que la «put», resulta 273 pesetas (17).
5.4. «Put sobre put»

El valor de una «put» europea sobre una «put» sobre una accion es:
«Putputs = S Np (=Xq, Y1, =V[t/(t + T)])

X TN, (xg, yo, V[H(E+T)]) +K N (yy) (5.8)

5.5. «Call sobre call» 0 «put» («chooser option»)

Es una opcién que da derecho atener en lafecha de gjercicio una «call» 0 una «put.
Suponer una «chooser option» con fecha de gjercicio en t. En t, € poseedor de la opcidn
podra elegir entre una «call» ordinaria con precio de gjercicio K4 y fecha de gercicio t1, 0
entre una «put» ordinaria con precio de gercicio K, y fecha de gjercicio t,. Logicamente, t; y
t, son mayores que t. El valor de la «chooser option» en lafecha de gercicio t es:

«Callghooser» = MAX. [«Call» (S;; Kq; tg —1); «Put» (S; Ko tp — )]

En el caso mas sencillo en que t; = t, y K1 = K5, utilizando la «put-call parity»
(suponiendo que no hay dividendos), sabemos que: «Call» (S;; Kq; t1 — t)+ Ky et — S =
«Put» (S;; Kq; t1—t).
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Por consiguiente, el valor de esta «chooser option» en lafecha de gjercicio t es:

MAX. [«Call» (S;; Kq; tg —t); «Put» (Sg; Ky; tg —t)] =

= MAX. [«Call» (S; Ky t; —t); «Call» (S Kq; t] —t)+ K ' =5 ] =

= «Call» (S; Kg; ) —t) + MAX. [0; K, T — S 1.

Y €l valor de esta «chooser option» hoy es:

«Call ghooser» = «Call» (Sg; Ky; ty) + «Put» (S Ky 175 1)

Luego € valor de la «chooser option» hoy es la suma de una «call» ordinaria con
fechta Qe gercicio en ty, y una «put» ordinaria con fecha de gercicio en t y precio de gercicio
Kl ri-.

Para valorar la «chooser option» en un caso general, necesitamos saber el valor dela
accion S* por encima del cual tendrd mas valor la «call» y por debajo del cual tendra mas
valor la «put». «Call» (S¢*; Ky; t1-t) = «Put» (S*; Ky; t-t). Una vez determinado €l valor
S¢*, podemos escribir el valor de la «chooser option» en t como:

MAX. [«Call» (S; Kq; t1-1); «Put» (S; Ko; to—t)] =

«Call» (S; Kq; t1-1) s S >S*; 0 s §>S*

+
0 § S <S*; «Put> (S Ko tprt) S S < S

Por consiguiente, el valor hoy de la «chooser option» hoy es la suma de una «call»
sobre una «call» y una «call» sobre una «put», ambas con precio de gercicio cero.

«Call chooser» = S N2 (Xl, Y1 \/[t/tl]) — Kl r_tl NZ (X]_— o) \/t]_, y1— O Vi, \/[t/tl]) —

— SNy (X9, ~Yo, V[t/to]) + Ko 2Ny (—Xp+ O Vip, —yo+ GV, V[tity)]), (5.9)
donde:
X1 =[ Ln (S/Kq) + (In(r) +0,502) t1] / (0 Vty); (5.10)
y1 =¥ =[ Ln (S/S*) + (In(r) +0,502) 1] / (o V); (5.11)
X5 = [ LN (S/Ky) + (In(r) +0,507) (tp)] / (0 Vty); (5.12)

6. Opciones que dependen de varios subyacentes
6.1. Opcién de cambiar un activo por otro (18)
«Call». Valor en lafecha de gercicio: Max. (0; S —Wy).

Valor de la opcién europea antes del gjercicio:

«Call»cgmpio = SN (X) =W N (x — 0 Vt) (6.1)
x=[Ln(S/W) +050°t] / (5 V1) ; (6.2)
0% = Os + 0y —2 Pgy Os O (6.3)



Valor dela «call»

El derecho a comprar S pagando W tiene el mismo valor que el derecho a vender W
acambio de S.

La Figura 6.1 muestra cOmo estas opciones (cuando la volatilidad de ambos activos
esigual) tienen mas valor cuanto menor es la correlacion entre ambos y cuanto mayor es la
volatilidad. La Figura 6.2 muestra como cambia el valor de estas opciones (cuando
la volatilidad de uno de los activos es 30%) cuando aumenta la volatilidad de uno de los
activos. Es interesante observar que cuando la correlacion es muy elevada, la opcion
disminuye de valor cuando aumenta la volatilidad del activo hasta llegar a igualar a la
volatilidad del otro. En € caso de que la correlacion es 1, la opcién no vale nada (19). Es
interesante observar también que cuando la volatilidad de uno de los activos es cero, € valor
de la opcidn de cambiar un activo por otro es independiente de la correlacion (20).

Figura 6.1. Opcion de cambiar un activo por otro en funcién dela correlacion entre
ambos. S=W = 1.000 pesetas; t = 1 afio; og= 0y, =0

300

200

100 +

Valor dela «call»

________

0 =20%

08 06 04 02 00 0,2 04 0,6 08 1,0

Correlacion

Figura 6.2. Opcién de cambiar un activo por otro en funcion de la volatilidad de uno de
ellos (o) y dela correlacion entre ambos. S=W = 1.000 pesetas; t = 1 afio; og= 30%

10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Volatilidad de W
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6.2. Opciones sobre el meor o el peor de dos precios («options on the maximum/minimums)
El valor de estas opciones en lafecha de gjercicio es:
«Call» sobre el maximo: Max. (0; Max. (S, Wy) — K).
«Call» sobre el minimo: Max. (0; Min. (S;, Wy) —K)
«Put» sobre el minimo: Max. (0; K —Min. (S, Wy)).
«Put» sobre el maximo: Max. (0; K — Max. (S, Wy)).

La expresion que proporciona € valor de una «call» europea (21) sobre e maximo
de dos acciones, W y S (que no reparten dividendos), con precio de gjercicio K, es:

«Callmax» = SNy (X1, X'1, 1) + W N (Y1, X' 2, p2)

—K 7 [ 1= Np (Xp, Y2, Pgw)] (6.4)
donde:
X1 = [Ln(S/K) + (In(r) + 0,5032) t] / (oy Vt); (6.5)
X, = X1— OgVi (6.6)
y1 = [Ln(W/K) + (In(r) + 0,50,,2) 1] / (Gy, V1) (6.7)
Y2 = Y1— Oy Vt (6.8)
x'1 = [ Ln(S/W) + 0,502 1] / (o V); (6.9)
X5 = X1+ OVt (6.10)
0% = 052 + 0W2 — 2 Pgy Os Oyy- (6.11)
P1 = (Os—PswOw) / T; (6.12)
P2 = (Ow—Psy09 / T; (6.13)

[1- N5 (X2, Y2, Psw)] €s la probabilidad de que una de las dos acciones supere €l
precio de gjercicio K.

La expresion que proporciona el valor de una «call» europea sobre e minimo de dos
acciones, W y S (que no reparten dividendos), con precio de gercicio K, es:

«Call»min, = SN (X1, X'1, 01) + W N2 (Y1, X"2, —02)

—Kr N2 (X2, Y2, Pxw)] (6.4)

Una «call» sobre e maximo de dos precios con precio de gercicio K es equivalente
a una «call» sobre € primero més una «call» sobre e segundo, menos una «call» sobre €l
minimo de los dos precios, todas con precio de gjercicio K. En efecto, en la fecha de
gjercicio:

«Call»max. + «Cal»min. = Max. (0; Max. (S, Wy) —K) + Max. (0; Min. (S, Wy —K) =
S §>W;: Max. (0; S —K) + Max. (0; W; —K) = «Call» (S) + «Call» (W)
S S <W;: Max. (0; Wi —K) + Méx. (0; S; — K)= «Call» (S) + «Call» (W).
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por consiguiente:

«Call»max. + «Call»min. = «Call» (S) + «Call» (W)

Una «put» sobre el minimo de dos precios con precio de gjercicio K es equivalente
al valor actual de K més una «call» sobre el minimo de los dos precios con precio de gjercicio
K, menos una «call» sobre el minimo de los dos precios con precio de gercicio 0. En efecto,
en lafecha de gercicio:

«Put»min. — «Call»min. = Max. (0; K —Min. (5, Wy)) — Max. (0; Min. (S, Wy —K) =
s Min. (S, Wy) > K : =Min. (S, Wy) +K
s Min. (S, Wy) <K : K=Min. (S, W)

por consiguiente,
en la fecha de gercicio: «Put»min. — «Call»min. = K —=Min. (S, Wy)

Una «put» sobre e méximo de dos precios con precio de gjercicio K es equivalente
al valor actua de K mas una «call» sobre e maximo de los dos precios con precio de

gjercicio K, menos una «call» sobre el méximo de los dos precios con precio de gercicio 0.
En efecto, en lafecha de gercicio:

«Put»max. — «Call»max. = Max. (0; K — Max. (S, Wy) — Max. (0; Max. (S, Wy) —K)

s Max. (S, Wy > K : —Max. (5, W) +K

s Méx. (S, Wy <K: K-Mé&x. (S, Wy
por consiguiente,
en lafecha de gercicio: «Put»may, — «Call»max. = K - Max (S, Wy)

Una «put» sobre e méximo de dos precios con precio de gjercicio K es equivalente

a una «put» sobre e primero méas una «put» sobre el segundo, menos una «put» sobre €l
minimo de los dos precios, todas con precio de gjercicio K. En efecto, en la fecha de
gercicio:

«Putymax. + «put»min, = Max. (0; K - Min. (S, Wyp) + Max. (0; K — Max. (S, Wy) =
s $> W Max. (0; K —W,) + Max. (0; K -S;) = «Put» (S) + «Put» (W)
S S <Wi Méx. (0; K - §) + Méx. (0; K - Wy) = «Put» (S) + «Put» (W).

por consiguiente:
«PUt»max. + «Put»min. = «Put» (S) + «put» (W)

Una «call» sobre e méximo de los dos precios con precio de gercicio 0 es
equivalente a una de las acciones mas una opcion de cambiar un activo por otro. En efecto,

en lafecha de gercicio:

Méx. (S, Wy) = Wi + Max (S, =W, 0) =S + Méx. (0, W;—S)
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El lector interesado en profundizar en estas opciones puede consultar € articulo de
Stulz (1982) titulado «Options on the Minimum or the Maximum of Two Risky Assets:
Analysis and Aplications».

6.3. Opciones sobre el producto de dos precios
El valor en lafecha de gercicio de estas opciones es.

«Call»: Max. (0; S x W; —K)
«Put»: Max. (0; K — S x Wy)

Estas opciones se utilizan con mucha frecuencia. Por g emplo, una opcién sobre una
accion americana con €l precio de gercicio expresado en pesetas. Estas opciones se suelen
valorar considerando que €l producto (S; x W) es una variable con distribucion lognormal.

7. Otras opciones exoticas

Existen muchos otros tipos de opciones exdticas. Por gemplo, las opciones con
inicio diferido (se compran antes de que e contrato comience), las opciones americanas
con pago diferido (aungque se pueden gercer antes del vencimiento, no se recibe ningun flujo
hasta e vencimiento), las opciones apalancadas (22), opciones exponenciales (23)...

8. «Forwards» exoticos
8.1. «Forward» prorrogable

El «forward» prorrogable es un contrato «forward» a afio sobre una accion de la
empresa ABC que tiene la caracteristica especial de que se puede prorrogar otro afio s €l
poseedor del contrato «forward» asi lo quiere. En otras palabras, dentro de un afio
el poseedor del contrato puede comprar una accion por € precio «forward» o esperar a
comprar la accion un afio més tarde, por €l precio «forward» también. Al igua que en €
contrato «forward» ordinario, no hay ningun flujo de dinero hoy al formalizar €l contrato.

El precio de la accion de la empresa ABC es 500 ptas. Dentro de seis meses la
empresa distribuird un dividendo a sus accionistas igual al 20% de la cotizacion de la accion
en ese momento. Como resultado, se espera que el precio de la accion caiga un 20% a dia
siguiente del pago del dividendo. Dentro de afio y medio, la compafiia pagard de nuevo un
dividendo igual a 20% del valor de la accién en dicho momento. Durante los dos préoximos
anos, no habra otros dividendos aparte de los indicados. La tasa de interés es constante e
igual al 10% cada afio.

¢QUuEé precio debe tener este contrato «forward» extendible si:

— lavolatilidad anual prevista de la accion es el 15% en un caso, y del 100% en
el otro?
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Valoracion del «forward» prorrogable

F es el precio del contrato «forward» extendible. Dentro de doce meses, el poseedor
del contrato debera decidir entre gjercerlo entonces o esperar un afo. Si lo gerce, obtendra
S12 — F en & mes 12, siendo S12 la cotizacion de la accion en e mes 12. Si decide no

gjercerlo, obtendra Sp4 — F en €l mes 24, siendo Sy la cotizacion de la accion en €l mes 24.
Por consiguiente, el valor del contrato en el mes 12 ser&

MAX [ S12—F, VAN(Spa—F)] =MAX.[S12—F,08S12—-F/1,1] =
= 0,8 S12—F/1,1 + 0,2 MAX. [ S12 — 0,45454545 F, 0]. (8.2)

Este es el valor del contrato en el mes 12. El valor del contrato hoy es cero, puesto
que no hay ningtn flujo de dinero entre comprador y vendedor. Luego?* VAN[(1)] = 0.

0=320-F/1,21+ 0,2 «Call» (1 accion de ABC, t = 1 afio, K = 0,4545 F ) (8.2)

Laresolucion de la ecuacion (8.2) proporciona el valor de F.

Si 0 = 0,15, entonces F = 440 pesetas. Nétese que 440 es el precio «forward» de un
contrato normal a un afio. Esto significa que si lavolatilidad es pequefia, el valor de la opcion
de prorrogar e contrato hasta el mes 24 es nulo.

Si 0 = 1, entonces F = 447,01 pesetas, mayor que 440 (el precio «forward» de un
contrato normal a un afo). Esto significa que si la volatilidad es mayor, €l vaor de la opcion
de extender el contrato hasta el mes 24 tiene valor.

Otro modo de valorar € «forward» prorrogable

Podemos escribir [1] de otro modo:

MAX.[ S12—F 08S1p—-F/1,1] =

=S12-F+ 0,2 MAX. [0, 0,45454545 F — Sqo | (8.3)
VAN [(3)] = 0. Luego
0=400-F/1,1+ 0,2 «Put» (1 accion de ABC, t = 1 afio, K = 0,4545 F) (8.4)

La resolucion de (8.4) proporciona el mismo resultado que la resolucion de (2). De
hecho, €l lector puede comprobar que una ecuacion se obtiene a partir de la otra por la «put-
call parity». Tanto la «put» como la «call» que aparecen en estas formulas son europesas.

La Figura 8.1 muestra el precio «forward» en funcion de los dividendos que reparta
la accion en el mes 18. F, es €l precio de un contrato «forward» que se gjercera en el mes
12. F15 = (1 -Dg) X Sy x r =0,8 x 500 x 1,1 = 440 pesetas. F,, es €l precio de un contrato
«forward» que se gercera en el mes 24. F,, = 0,8 x (1 — D4g) X 500 x 1,21, siendo D,g los
dividendos que se repartirdn en e mes 18. Notese la influencia de la volatilidad. Para una
volatilidad del 15%, laFigura 8.1 permite observar que si el dividendo del mes 18 es pequefio
(menor del 9% de la cotizacion), e «forward» prorrogable es idéntico a un «forward»
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ordinario a 24 meses. Si € dividendo del mes 18 es superior a 9% de la cotizacién, €
«forward» prorrogable es idéntico a un «forward» ordinario a 12 meses. Para una volatilidad
de 100%, el precio del «forward» prorrogable difiere mucho mas de los precios «forward»
ordinarios. Notese que Fy, = F,, para D18 = 9,0909%.

Figura 8.1. Valoracién del «forward» prorrogable
S=500; r =1,1; D6 = 20%

490
480 -

470 A

@ 460 1 F (volatilidad = 100%)

g | F (volatilidad = 15%

S F12 = 440 ~ ‘(“’O = . ) . - .
430 1 )

F24=08x (1-D18)x 500x 1,21 "~ _
420 : : : : : —s : : |
% 2% 4% 6% 8%  10%  12%  14%  16%  18%  20%

Dividendo en €l mes 18 (en porcentaje dela cotizacion)

Valoracion del «forward» prorrogable a partir de opciones negociadas

Supongamos ahora que no tenemos idea sobre la volatilidad esperada de la accion
ABC, pero en el mercado se negocian «call» europeas sobre la accion de la empresa ABC
con un ano hasta la fecha de gercicio, a los siguientes precios:

Precio de gjercicio «Call» (pesetas)
180 236,39
200 218,18
220 200,30
240 182,52

Es inmediato comprobar que de las cuatro opciones, solo la de K = 200 cumple la
ecuacion [2]. Por consiguiente, F = 200 / 0,45454545 = 440 pesetas.
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8.2. Contrato «forward» flexible

El contrato «forward» flexible se gercera dentro de un afio. El vendedor del contrato
podra entonces entregar una 0 dos acciones de la empresa ZZZ, o bien uno o dos bonos
cupon cero. En ese momento e comprador del contrato estara obligado a comprar la
combinacién escogida por el vendedor a un precio por unidad igual a precio «forward» que
existia cuando se origind e contrato. ¢/Cua es el precio «forward» correcto para este
contrato?

El precio actual de una accion de ZZZ es 1.000 ptas. El precio actual de un bono
cupdn cero de valor nominal 1.000 ptas. con un afio hasta su amortizacion, es de 900 ptas.
Existe un mercado de opciones europeas sobre una accién y con un afio hasta la fecha de
gjercicio. Los precios alos que se negocian en e mercado son |os siguientes:

Precio de gercicio «Call» «Put»
900 120 30

1.000 60 60

1.100 30 120

Andlisis gréfico del «forward» flexible. La Figura 8.2 muestra el andlisis grafico
de este instrumento. Dentro de un afio, €l vendedor entregard la combinacion que resulte més
beneficiosa para é. Si F es e precio del contrato (que se fija hoy) y S* es € precio de la
accion de la empresa ZZZ dentro de un afo, los flujos entre los que puede escoger €l
vendedor del contrato son:

o F- S, Entregar una accion.

e 2F - 2S*.  Entregar dos acciones.
* F-1.000. Entregar un bono.

* 2F - 2.000. Entregar dos bonos.

L 6gicamente, € vendedor escogera (en funcion de cua sea S*) la combinacion que
le resulte més beneficiosa, que es la que se indica en la Figura 8.2. Analizando la Figura 8.2
con un poco de atencion, se observa que e contrato para e vendedor es equivalente a
comprar 2 «puts» con precio de gercicio F, a vender una «call» con precio de gjercicio Fy a
comprar una «call at the money» (con precio de gercicio 1.000). Por consiguiente:

2 «Put» (K = F) — «Call» (K = F) + «Call» (K = 1.000) = 0.
Esta ecuacion se cumple con las opciones de precio de gercicio 900, luego:

F =900 pesetas
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Figura 8.2. Valor del «forward» flexible en la fecha de vencimiento
(suponiendo que F < 1.000)

300 +
Contrato= MAXIMO (F-S*; 2F—2S*; F-1.000; 2F—2.000)
S 200 +
° .~ .
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2F — 2.000 . -
T 200 S ~
= 2F—2SF \_ Sa o
> -300 : : N : = |
700 800 900 1.000 1.100 1.200 1.300

S* (precio delaaccion dentro de un afio)

El lector puede comprobar que la volatilidad implicita de las opciones con precio de
gercicio 900 es 19,22%, la de las de precio de gercicio 1.000 es 16,73%, y la de las de
precio de gercicio 1.100 es 17,38%. El que la «put» y la «call» de precio de gjercicio 1.000
tengan el mismo precio, permite concluir que el precio «forward» de un contrato ordinario es
1.000 pesetas, y que el valor actual de los dividendos que el mercado espera que reparta la
accion durante el proximo afio es 100 pesetas.

LaFigura 8.3 eslacorrespondiente ala 8.2 si se hubiera supuesto F > 1.000. Nétese
gue en esa situacion, el valor del «forward» flexible en la fecha de vencimiento siempre seria
mayor gue cero, lo que es incompatible con que el valor del contrato hoy sea cero (no hay
flujos de dinero entre comprador y vendedor al iniciarse el contrato).

Figura 8.3. Valor del «forward» flexible en la fecha de vencimiento
(suponiendo que F > 1.000)
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Resolucién analitica del «forward» flexible

El valor del contrato para el vendedor dentro de un afio es:
MAX. (F-S*; 2F - 2S*; F—1.000; 2F — 2.000). Si F < 1.000, F —1.000 > 2F — 2.000.

Por consiguiente, e valor del contrato para el vendedor dentro de un afio es:
MAX. (F-S* ; 2F —2S*; F-1.000) = F—1.000 + MAX. (1.000-S* ; F—S* + 1.000-S*; 0).

Como MAX. (3; 4 + 3; 0) = MAX. (3; 0) + MAX. (4; 0), podemos reescribir el valor del contrato
para €l vendedor dentro de un afio como: F-1.000 + MAX. (1.000-S* ; 0) + MAX. (F-S*; 0). El valor del

contrato hoy es nulo, al no haber ningun flujo entre comprador y vendedor. Por consiguiente:

(F —1.000) /r + «Put» (K = 1.000) + «Put» (K = F) = 0. De nuevo, comprobamos que la «put» con
precio de gercicio cumple la condicién: (900-1.000) /(10/9) + 60 + 30 = 0. Luego €l precio correcto de este
contrato es 900 pesetas. Es interesante comprobar (por la «put call parity») que:

(F-1.000) /r + «Put» (K = 1.000) + «Put» (K = F) = 2 «Put» (K = F) — «Call» (K = F) + «Call» (K = 1.000).

Figura 8.4. Precio ddl «forward» flexible segin la volatilidad esperada,
suponiendo unos dividendos constantes

1.000 -
o 900
g
£ 800
Q
o
T 700
9
8 600
o
500
0% 20% 40% 60% 80% 100%

Volatilidad esperada delaaccién ZZZ en € proximo afo

LaFigura 8.4 eslaresolucion de la ecuaciéon F = 1000 — [«Put» (K = 1.000) + «Put»
(K =F)] r, para e caso de que no hubiera opciones sobre las acciones de ZZZ y suponiendo
que € valor actual de los dividendos de la empresa en € préximo afio fuesen 100 pesetas.
Obsérvese como cambia F con la volatilidad esperada.

8.3. «Forward» con precio variable

Un banco de inversiones ha creado un contrato especial «forward» con precio
variable sobre €l platino. Cada contrato se refiere a una onza de platino, y la fecha de
gercicio es dentro de un afio. Las caracteristicas del contrato son las mismas que las de los
contratos «forward» normales, excepto por una caracteristica: € precio que e comprador
debera pagar en la fecha de gercicio se reducira si € precio de mercado del platino en ese
momento es menor que 40.000 ptas. por onza. La cantidad de la reduccion seré la diferencia
entre €l precio de mercado y 40.000 ptas. Si el precio de mercado en la fecha de gjercicio es
mayor gue 40.000 ptas., € comprador tendra que pagar € precio «forward» completo. Al
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igual que con un contrato «forward» habitual, no existe flujo de dinero en e momento de la
iniciacion del contrato.

Existen «call» y «put» europeas, cada una sobre una onza de platino y con un afio
hasta la fecha de gjercicio, que se negocian alos siguientes precios:

Precio de gercicio «Call» «Put»
40.000 12.000 3.000
50.000 8.000 7.000

El precio actual del platino es de 45.000 ptas. por onza. Si el mercado valora las
opciones correctamente, ¢cua debe ser el precio «forward» de este contrato?

Valoracion del «forwar d» con precio variable

Hoy 1 afio
S=45.000
Comprador del contrato «forward» con precio variable; — S —-F

El precio F* gque se pagara dentro de un afio por cada onza de platino es:

F* = F s S; > 40.000
F— (40.000 — Sy) s Sp < 40.000

Figura 8.5. «Forward» con precio variable. Precio F* que se pagar a dentro de un afio
por cada onza de platino y posicion del comprador dentro de un afio (S, - F¥)

F* S1—F*

F_| F

| > s |
40.000 40.000,
40.000—F

Establecemos |as dos relaciones «put-call parity» para las opciones que conocemos:

F —40.000

-

St

C+Kr—-t=S-D+P
12.000 + 40.000 / r = 45.000 — D + 3.000
8.000 + 50.000 / r = 45.000 — D + 7.000

Resolviendo ambas ecuaciones, resulta: r = 10/8 = 1,25; D = 4.000 pesetas. D es €
valor actual neto de lo que se puede obtener prestando el platino. Nétese que es e mismo
concepto asociado a dividendo: el VAN de lo que obtendra entre hoy y la fecha de gercicio
el poseedor del activo a que se refiere la opcion.



Lo que obtenemos con el «forward» dentro de un afio es:

S,—F* =S, —MIN. [F, F - (40.000 — S;)] =25
='S; + MAX. [-F, — F + (40.000 — S;)] = MAX. [S; —F, 40.000 — F] =
= 40.000 — F + MAX. [S; — 40.000, O]

Esta expresion la podriamos haber sacado directamente de la Figura 8.5 sin ningun
desarrollo algebraico.

Por ser un contrato sin desembolso hoy, su valor actual neto es cero:

0=VAN [ 40.000 — F + MAX. (S; —40.000, 0)] =

= (40.000 — F) / 1,25 + «CALL>» (1 onza de platino; 1 afo; K = 40.000 ptas.) =
= (40.000 — F) / 1,25 + 12.000.

Luego, con las opciones del problema (26), F = 55.000 pesetas.

La Figura 8.6 muestra como cambia €l precio F con lavolatilidad esperada del platino,
seguin la expresion: F = 40.000 + 1,25 «Call» (1 onza de platino; 1 afio; K = 40.000; vol.)

Figura 8.6. Resolucion de (40.000 - F) / 1,25 + «CALL» ( K = 40.000 ptas.) =0

64.000
62.000
60.000
58.000
56.000
54.000
52.000

50.000 f
0% 20% 40% 60% 80% 100%

F. Precio «forward» del
contrato con precio variable

Volatilidad esperada del platino

9. Contrato de futuros exotico

Contrato en e que la liquidacion diaria del contrato de futuros se redliza con la
variacion del precio «spot» en lugar de con la variacion del precio de futuros.

CONTRATO EXOTICO:

Periodo 1 2 3 N

0
Precio de la accion S S S, S3 SN

Flujos de la posicion

compradora - SRS S-S S-S SN—F + S-Sy
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El VAN ent = 0 (hoy) de los distintos flujos es:

VANg (S1-S)ent=1 = So—Sp/r >0

VANG (S2—-Stent=2 = So—=S0/r=VANg (S3=ent=3 = .. = Sp—Sp/T
Convieneresaltar que VAN de Sy gnt=2=S1/r

VANQ (Sy—F* + Sg—Snctent=n= So—F* /™N+S/ N —Sy/r

El precio F* se fijara de modo que el VAN en t = O de todos los flujos sea cero,
luego:

(N-1) (Sp—=Sp/r)+Sg—F /N +Sy/™N —Sy/r =0.  Luego:
F*=S[1+NrN1(r-1)]

L 6gicamente (a continuacion veremos por qué), este precio es superior a precio
«forward» (y de futuros): F = SyrN.

Tabla 5. Diferencia entre el precio de futuros exético (F*) y € precio de futuros
ordinario (F) a 1 afo segun €l tipo deinterésy la frecuencia de la liquidacion de las posiciones

So =100 F*—F
1 afio ra
N 15 14 13 12 11
1 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000 0,000000
5 8,419066 5,556087 3,227948 1,484498 0,384827
10 9,603249 6,322432 3,663814 1,680347 0,434316
20 10,207404 6,712078 3,884616 1,779166 0,459178
30 10,410607 6,842933 3,958646 1,812239 0,467483
40 10,512551 6,908544 3,995742 1,828801 0,471639
50 10,573829 6,947969 4,018025 1,838746 0,474134
100 10,696631 7,026952 4,062651 1,858654 0,479125
365 10,785997 7,084408 4,095099 1,873123 0,482751
F= 150,00 140,00 130,00 120,00 110,00

Veamos cOmo compara este contrato con el de futuros. No consideramos la garantia
inicial.

CONTRATO DE FUTUROS:

Periodo 0 1 2 3 N
Precio dela accion S S S, S3 SN

Precio de futuros F Fi Fs F3 FN

Flujos de la posicion

compradora - F1—-F Fo—Fq F3—F2 Syn—F+F-Fna

Sabemosque: F=SyrN; Fp =S N1 F =S, IN=2 Fy 1 =Syq 1 Fy = Sy
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El VAN ent = 0 (hoy) de los distintos flujos es:

VANg (F1=PFent=1 = So™1-Fr=0

VAN (Fo—Fen t=2 = SgM2-SM™N2=0=VANy (F3=F))ent=3 =..= 0
Yaque VAN de S;gni=2=$/1 VANgde S nt=2=

VANp (SN —=F+F=Fnent=n= So—S= 0.

Se observa que el precio F cumple que el VAN ent = 0 de todos los flujos sea cero.

LaTabla5 muestrala diferencia entre F* y F para contratos de un afio en funcion del
interés anual (ry) y del nimero de veces que se gjustan las posiciones (N). Notese querg = rN-

LaFigura 9.1 muestrala diferencia porcentual entre F* y F para contratos de un afio
en funcion del interés anua (Ry) y del nimero de veces que se gustan las posiciones (N).
Nétesequera =1+ Ry

Figura 9.1. Diferencia porcentual del precio del contrato exético (F*) respecto del
precio de futuros (F), segiin el nimero de veces que se produce el ajuste (N) y €l
tipo de inter és anual (Ra). Contratos con un afio

8,00% -+
Ra = 50%
7,00%
6,00%
= 0,
5 006 __Ra=d%___
L
T 4,00%
< Ra= 30%
L 300% qf ,o———-"""""m-mSm STt TS
2,00% Ra=20%
e Ra=10% _
0,00% } } } }
200 250 300 350

Si laliquidacion se realizase instantaneamente (N = ), entonces (F* — F) / F = 1/r
=1+ In(r).C

(1) Enéd Anexo 13.1 de Fernandez (1996) se muestra como pasar de (1.5) a (1.6).

(2) El lemade It6 aparece en el capitulo 13 del libro «Opciones, futuros e instrumentos derivados», de Pablo
Ferndndez, Editorial Deusto, 1996.

(3) También se denominan opciones binarias. Por giemplo, en e capitulo 19 de Jarrow y Turnbull (1996).
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(4) En este documento utilizaremos el operador &. Por gemplo, {D & S; = K} significa:
D s$=K
0 s§<K

(5) Una descripcion de la vaoracion de activos financieros por € método de las martingalas puede
encontrarse en Arifio, Miguel A. y Pablo Fernandez, «Valoraciéon de activos financieros por e método
de las martingalas», Investigaciones Econdmicas, volumen XVI, n° 1, 1992, pégs. 89-97.

(6) Sobre la valoracién de opciones digitales, opciones rango y bonos rango, recomendamos el articulo de
Turnbull (1995).

(7) Cox y Rubinstein (1985), en la pagina 460 las denominan opciones incompl etas.

(8) Esteresultado se calculaen el capltulo 14 de Ferndndez (1996). La expresion (14.3) muestra que:

VAN [St/ S >K] P[S>K] =1 E[St/St>K] P[St> K] =SN (x).

(9) Para profundizar en estas opciones, véase Zhang, Peter, «Correlation Digital Options», Journal of
Financial Engineering, vol. 4, nimero 1, 1995.

(10) La demostracion de estos resultados puede encontrarse en € libro de Harrison, «Brownian Motion and
Stochastic Flow Systems», John Wiley & Sons, Nueva Y ork, 1985.

(11) Si laopcidn se hubieraemitido en € pasado, las formulas son un poco mas complegjas. Para profundizar en
estas opciones, véase Conze, A. y Viswanathan, «Path Dependent Options: The case of Lookback
Options», Journal of Finance, 46, 1991, pags. 1.893-1.907.

(12) Un buen articulo para profundizar en las opciones asiéticas es Zhang, Peter, «Flexible Aritmetic Asian
Options», Journal of Derivatives, primavera de 1995.

(13) Una descripcion de estos bonos aparece en € apartado 25.3 del libro «Opciones, futuros e instrumentos
derivados», de Pablo Ferndndez, Editorial Deusto, 1996.

(14) Véase, por gjemplo, Lamothe (1993), paginas 256-259, y Cox y Rubinstein (1985), paginas 412-415.

(15) Stoll y Whaley (1993) derivan en la pagina 395 la férmula para valorar una «call sobre una call» de un
modo muy asequible.

(16) Esutil saber que N2 (X, x, 1) = N (x).

(17) Estas valoraciones pueden realizarse también por simulacion. Se puede simular latrayectoria del IBEX los
primeros 3 meses y vaorar entonces por una férmula estandar (Black-Scholes, binomial) la opcion con
precio de gjercicio 4.000 con 6 meses hasta e gercicio. No se pueden valorar ambas opciones simulando
la trayectoria del IBEX los nueve meses (si se hace esto se sobrevaloran las opciones). Tampoco seria
correcto vaorar este instrumento con simulacién si fuese una «put» americana sobre una «put» 0 sobre
una «call», por laimposibilidad de valorar «put» americanas mediante simulacion.

(18) Esigual auna «call» en que €l precio de gercicio es e valor de otro activo.

(19) Dos activos con igual volatilidad y correlacion = 1 son idénticos y, |6gicamente, la opcién de cambiar uno
por otro no vale nada.

(20) Véaseques oy, =0, entonces 0 = Og; X = [Ln (S/W) +05 GS t] / (ogVt). El valor queresultaes el de
una «call» sobre la accion S con precio de gercicio W (1+03) (considerando €l tipo de interésr = 1+ay).
V éase que este resultado extremo es ilégico, pues equipara lavolatilidad al tipo de interés.

(21) Sobre €l gercicio anticipado de «put» sobre el minimo de dos acciones, véase € articulo de Tany Vetzal,
«Early Exercise Regions for Exotic Options» (1995).

(22) El valor de una «call» apalancada en lafecha de gjercicio es MAX. (pS—K; 2 S|endo p una constante.

(23) El valor de una «call» exponencia en lafecha de gjercicio es MAX. ([S—K]%;

(24) Como d dividendo en €l mes 6 serd el 20% de la cotizacion, VAN (S12) = 0,8 So 400 ptas.

(25) Véaseque5—MIN. (2, 3)=5+ MAX. (-2, -3) = 3.

(26) El lector puede comprobar que la volatilidad implicita de las opciones con precio de gjercicio 40.000 es
45,5%, y la de las de precio de gjercicio 50.000 es 46,8%.
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Anexo 1

Funcién normal bivariante estandar

Si X e Y son dos variables normales N(0,1), la funcion acumulada de probabilidad
conjunta, esto es, la probabilidad de que X seamenor que ay que Y sea también menor que
b, es la funcion acumulada de probabilidad de una distribucion normal bivariante estandar,
Cuya expresion es:

a
b 2 2
Prob. (X<ae Y<b) =1 exp. —w dX dY =Na2(a b; p)
2" 1-p? 2(1-p9)
—00

donde p es la correlacion entre las variables aleatorias X e Y.

El primer paso en la aproximacion de la probabilidad de la normal bivariante N»(a,
b; p) implica el desarrollo de una rutina que evalte la funcion @®(a, b; p):

5 5
®(a b;p)=0,31830989 V1-P? 5 5 w,w;f(X;, X)),
i=1 j=1

donde f(X;, X;) = exp. [ay(2X;—ay) + by(2X;,~by) + 2p(X—ag)(X;~by)].

L os datos necesarios (w;, wj, Xj, X;) son:

] w X

1 0,24840615 0,10024215
2 0,39233107 0,48281397
3 0,21141819 1,0609498
4 0,033246660 1,7797294
5 0,00082485334 2,6697604

y los coeficientes a; y by son:
- a - b
a1= y b1=
V2(1-p?) V2(1-p?)

El segundo paso en la aproximacion implica el calculo del producto abp.

Si abp < 0, calculamos la probabilidad de la normal bivariante N,(a, b; p) utilizando
las siguientes reglas:

1.Sia<0,b<0yp<0, entonces Ny(a, b; p) = d(a, b; p)

2.5 a<0,b>0yp>0, entonces N,(a, b; p) = N4(a) — P(a, —b; —)
3.Sia>0,b<0yp>0, entonces N,(a, b; p) = N4(b) — P(—a, b; —-p)
4.Sia>0,b>0yp<=<0,entonces Ny(a b; p) = N4(a) + Ny(b) — 1 + D(—a, —b; p)

Si abp > 0, calculamos la probabilidad de la normal bivariante N(a, b; p) como:
Na(a, b; p) = Na(a, 0; pap) + Na(b, 0; pyg) -3,
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donde los valores de No(-) de la derecha son cal culados segun las reglas cuando abp < 0,

Py = (pa—b) Sgn (a)’ Pro= (pb—a) Sgn (b) 5 — 1-Sgn (a) x Sgn (b)

Va2-2pab +b? Va2-2pab+b? 4
ySgn(z) = 1 sz=0
-1 sz<0

Para ayudar a lector que intente utilizar este algoritmo, mostramos algunos
gjemplos de valores de la normal bivariante estandar:

a b P No(ab;p)
-1,00 -1,00 -0,50 0,003782
-1,00 1,00 —0,50 0,096141

1,00 -1,00 -0,50 0,096141
1,00 1,00 -0,50 0,686472
-1,00 -1,00 0,50 0,062514
-1,00 1,00 0,50 0,154873
1,00 -1,00 0,50 0,154873
1,00 1,00 0,50 0,745203
0,00 0,00 0,00 0,250000
0,00 0,00 -0,50 0,166667
0,00 0,00 0,50 0,333333

Algunas relaciones Utiles son: N, (a, b; p) = No(b ,& p). No(a,s 0) = [Nl(a)]z.
Na(@ & 1) = Ny(@). Na(a, b; 0) = Ny(a) x Ny(b).

La Figura A1.1 muestra algunos valores de la funcion normal bivariante estandar
cuando b = 0.
Figura ALl Nx(a, 0; p)

05
04
03

N2(a; 0; ro)
o
N

Simulacién de la funciéon normal bivariante estandar
Hull (1989) propone & siguiente método:
1. Generar dos muestras de dos variables normales N(0,1) independientes: X e'Y.

2. 01=X; 0o= Xp+YV(1p2). 01y 0, son unamuestra de una funcién normal
bivariante estéandar con correlacion p.
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Anexo 2

Célculo del valor de opciones europeas ordinarias (formula de Black y Scholes)
por €l procedimiento de las martingalas

En este Anexo vamos a calcular € valor de la opcion hoy, esto es, el valor actua
neto del valor de la opcion en la fecha de gercicio: MAX. (S — K, 0). Partimos de la
ecuacion estocastica (aleatoria) que caracteriza la evolucion del precio de la accién y
Ilegaremos a la formula de Black y Scholes a través del VAN por aplicacion directa de las
propiedades de la distribucién normal.

Comenzamos por las dos férmulas que proporcionan la evolucién del precio de la
accion en €l tiempo S, y €l valor esperado de la accion en un tiempo t del futuro. Seguimos
considerando e momento O como en €l instante actual.

(Lt+ o EVY)

2
5=se e(p+0/2)t

E(S)=S

t= 0 t
(fecha de gjercicio)

S St Precio de la accion
C MAX. (5 —-K, 0) Valor de la «call»
P MAX. (K-S, 0) Valor de la «put»

A2.1. Derivacion simplificada de la férmula de Black y Scholes para una «call»

C esel vaor delaopcion ent = 0, y ha de ser, por definicion, € valor actua neto
(VAN) de los flujos futuros derivados de ella. Sabemos cud sera e flujo de dinero que
recibira el poseedor de la opcion en lafechade gercicio: MAX. (S —K, 0). Por consiguiente:

C=VANg[ Eo{ MAX(S—K;0)}] =
= VANQ [ Eo{(S-K) & §>K}] = @
=VANQ [ Eo{St & §>K}] =VANg [ Eo{K & S >K}] (A2.1)

En los siguientes apartados vamos a calcular los valores actuales netos (VAN) dela
expresion (A2.1).

Comorealizar € valor actual neto (VANQ)

Si dos inversores calculasen € VAN de la opcion utilizando distintas expectativas
sobre €l valor futuro de la accion (con distintas ), obtendrian distintos resultados. Pero esto
seria inconsistente con lo que ya hemos comprobado a valorar la opcién por € método
binomial. Por eemplo, la Figura A2.1 muestra la distribucién de probabilidad de la
rentabilidad de la accion en un afio de dos inversores con idéntica expectativa de volatilidad

(1) Recordar que{(S;—K) & S; > K} significa
>K

(§-K) %
0 s S <K
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(20%), pero distinta expectativa de rentabilidad: uno espera una revalorizacion del 20% vy el
otro una caida del 20%. La Figura A2.2 muestra la distribucion de probabilidad del precio de
la accion de los mismos inversores. Si ambos inversores realizaran € VAN de la opcion
utilizando sus expectativas, llegarian a distintos valores. Pero sabemos que los inversores (s
coinciden en su expectativa de volatilidad) han de estar de acuerdo en €l precio de la opcion,
porque la opcidn puede replicarse con acciones 'y bonos.

Por consiguiente —y esto es una regla general para valorar instrumentos financieros
gue pueden construirse a partir de otros (instrumentos replicables)— no se puede calcular €
VAN utilizando las expectativas de rentabilidad (i) que el inversor tenga, sSino que debe
utilizar una expectativa de rentabilidad que viene dada por (1):

H=In(r)—0?/2 sendor=1+Rg

Utilizando este valor tanto para reaizar el valor esperado como para calcular €l
VAN, redlizaremos la valoracion por el procedimiento de las martingalas. Otro modo de
escribir €l presente Anexo seria calcular con qué expectativas de rentabilidad () el valor
actual neto de MAX. (S —K, 0) coincide con laformula de Black y Scholes.
Obtendriamos la ecuacion ya mencionada: i = In (r) — 0%/ 2.

Figura A2.1. Distribucién de probabilidad de la rentabilidad de la accién en un afio
de dos inver sores con idéntica expectativa de volatilidad (20%), pero distinta expectativa de
rentabilidad: uno espera unarevalorizacion del 20% y el otro una caida del 20%

2
18 +

16 + E (R) = -20%
14 +
12 +
1 4
08 +
06 +
04 +
02 +

0 f . .
~100% -80% -60% -40% -20% 0%  20%  40%  60%  80%  100%

E (R) = 20%

f(R)

(1) Esta imposicion se basa en que cuando un instrumento financiero se puede valorar por arbitrgje (es
replicable a partir de otros ya existentes), las relaciones entre los precios se mueven en un espacio de
probabilidad sin riesgo. En ese espacio de probabilidad, €l valor esperado del precio de una accion (cuyo
precio hoy es S pesetas) esigual a valor esperado de invertir esas pesetas ala tasa sin riesgo:

E(S)=S ek +022)t - gt : por consiguiente: L + 62/2 = In(r).

Un modo indirecto de argumentar esta imposicién es el siguiente. El valor de una opcién (y de cuaquier
instrumento derivado) no depende de las expectativas () respecto a la revalorizacion del subyacente. Sin
embargo, el valor que se obtiene en la simulacién si que depende de la 1 que se utilice. Por consiguiente,
U ha de estar fijada de modo que todos los inversores utilicen la misma aunque tengan distintas
expectativas.
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Figura A2.2. Distribucion de probabilidad del precio dela acciéon dentro de un
afo de dos inver sores con idéntica expectativa de volatilidad (20%), pero distinta
expectativa de rentabilidad: uno espera una revalorizacion del 20% y € otro una

caida del 20%. El precio actual dela accion es 1.000 pesetas

0,00250

000200 +  E(R)=-20%

0,00150

E(R) = 20%

f(S)

0,00100 -

0,00050 -

0,00000 } ! ! ¥
0 500 1.000 1.500 2.000 2.500

Precio de la accion dentro de un afio

Calculode VANQ [ EQ{K & St > K}]

Es evidente que, a ser K una constante: Eq{K & S > K} = K Pq[S; > K]

evaluamos P[S; > K], esto es, la probabilidad de que el precio de la accion S; sea mayor que
K ent = t. Sustituyendo €l valor de S, y con un poco de algebra, hacemos el desarrollo
siguiente:

PS> K] —pseHtF OV S\ Pt oevt>Ln(K/9)] =
=Ploevt>In(K/S) —put] =P[e>—[In(S/K)+put]/[oVi]]
€ es una variable normal de media cero y varianza unidad. Sabemos que en una
distribucion normal: P[e >—H] =P [e <H]. Por consiguiente:

P[S>K]=P[e<[In(S/K)+ pt]/[oVi]. Al cacular e valor esperado en €
espacio de probabilidad correspondiente al método de las martingalas, imponemos la
condicion: u=1Inr— a?/2.

Po[S; > K] = Pole < [In (S/K) +Intt—t 62/ 2] / [0 VA]]
€ es una distribucion normal (0,1); por tanto:
Po[St > K] =N ([In(S/K rt)—t 0212 1 [oV1]).
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Definiendo x como: x = [Ln (S/K rY) +t a2/ 2] / [oVi], (A2.2)
obtenemos la siguiente expresion (1):
PolSt > K] =N (x — 0 Vt) (A2.3)

A partir de (A2.2), es fécil concluir que:

VANG [ Eo{K & S; > K}] = VANG [ K Po[S; > K]] = VANG [ K N (x — 6 Vt)] =
=K riN(x—ot)

Calculode VANQ [ EQ{St & St > K}]
Calculamos primero Eof{ §; & S > K}.

2
E(S.& 5> K =@ J'Se(pt+os\/t) enL/2et 12 4 =

X+ 0Vt

[00] (0]
_gtt I OVt —€7/2 2 Y2 de = selM* 02/2) t J’ ooVt —€)%/2 (21! 2 e
X+ 0Vt X+ 0Vt
Laresolucion de esta integral se simplifica haciendo un cambio de variables:
v =0Vt —¢; dv = —dg; asi:

—paaS=K: e=—x+0oVt y v=x;
—paraS;=o: €= y V=—o0o,

Con estos resultados: "

2 2 2
E(S & S >K} =Selh*o ’Z)tfe“’ I2 om /2y =5+ o712t ()
—

2
Hemos de considerar € M *9°/2 1=t como consecuencia:
Eo{S & S > K} =Sr N (x). Por consiguiente:
VANG [ Eo{S & S > K}] = T Eo{S & S > K} = SN (¥) (A2.4)

(1) Esimportante darse cuenta que Po[S; > K] =N (x —o vt) sblosi u=Inr - 02 /2. Esta tltima condicion
viene impuesta por € hecho de que la opcién se puede replicar (por giemplo, con acciones y bonos). Una
pregunta interesante es para qué precio de egjercicio P[S; > K] = 0,5. Resultaser K = S gt gue es la
medianade S.

(2) NotesequeparaSi=K,e= —x+0Vt.
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Sustituyendo (A2.2) y (A2.3) en (A2.1), obtenemos la férmula de Black y Scholes
para una «cal|»:

C=SN X -KriNx-ot)
sendox =Ln (S/KrY)/(ovt)+avt/2

Recordemos que C es € precio de la opcién ent = 0. Por consiguiente, C es €
precio de una opcion de compra con precio de gjercicio K y con un periodo t (expresado en
anos, dias... dependiendo de con qué unidades midamos o'y r) hasta la fecha de gjercicio.

A2.2. Derivacion simplificada de la férmula de Black y Scholes para una «put» europea

P es e valor delaopcion deventaent =0, y es, por definicion, el valor actual neto
(VAN) de los flujos futuros derivados de ella. Sabemos cudl sera € flujo de dinero que se
producira en la fecha de gercicio. Por consiguiente:

P =VANg[ Eof MAX(K —S; 0) }] =
=VANg [ Eof (K -S) & S <K}] = @D
=VANg [ Eo{K & S <K}] —VANQ[ Eo{§ & S <K}] (A25)

Ahora vamos a evaluar 1os dos valores actuales netos (VAN) de esta expresion.

Calculode VANQ [ EQ{K & St <K}]

EofK & S <K} =K Po[S; < K]
p[Qs[<K]S; P[Se”tgosg‘/t)«q -
=Put+oevt<In(K/9]=Ple<[In(K/S)-put]/[oVi]]
Comop=Inr-— 0%/2 y que € es una distribucién normal (0,1):

Po[S <K] =Pole<[In(K/S) —Intt+tc?/2]/[oVi]] =
=Pole<[In(Krt/S) +tco?/2]/[cVi]] =
=N ([In(Krt/S)+tc?/2]/[cVt]). Definiendox como
x=Ln(S/KrY)/(ovt)+aovt/2

resulta: Po[St < K] =N (=x + 0 Vt).

Por tanto:

VAN [ EofK & S <K} =K r'N (=x + o Vt) (A2.6)

(1) Recordar que { (K —$) & S; < K} significa:

(K-S) §S<K
0 s =K
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Célculode VANQ [ EQ{St & St <K}]
VANG [ Ef S & S <K}]
VAN [S;/ &> K] P[§>K] = E[S/ § <K] P[§ <K].
X+ 0Vt
E(S & S <K} = @ J’Se(pt+oa\/t)(Zn)_l/ze—ezlzds:

X+ 0Vt X+ 0Vt

2 2 2
. eutJ'ecs\/t —812 (V2 ge = g M+ 02 t J'e—(m/t )12 ompLi2ge
— 00 — 00

Haciendo el cambio de variables; v = avt —¢€; dv = — dg; resulta

—paaS=K: e=—x+0vty v=X;
—paaS=0: €=—o0 y V=+o0o, Con estos resultados:

o0}
2 2
X

2 2
Y- L L Ny Como & H 97/t = 1t entonces:

Eo{S& S <K} =SrtN(-x). (A2.7)
Por consiguiente: VANg [ Eq{S; & S <K}] = SN (—X) (A2.8)

A partir de (A2.4) y (A2.5), obtenemos la férmula de Black y Scholes para una
«put»:

P= KriN(x+0vt)=SN (=x)
sendo x = [Ln (S/KrY) + % /2] / (o Vi)

P es e precio de la «put» europea en t = 0. Por consiguiente, P es el precio de la
«put» europea con precio de gercicio K y con un periodo t (expresado en afios, dias...
dependiendo de con qué unidades midamos o y r) hasta la fecha de g ercicio.

(1) Nétese de nuevo queparaS;=K,e = —x + 0 Vt.
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Anexo 3

Teoria de valoracion de activos por e procedimiento de las martingalas

El propdsito de este Anexo es utilizar 1a teoria de valoracion de martingalas de
Harrison y Kreps (1979) para poner precio a activos derivados en una economia en la que se
dispone de contratos «forward» sobre un activo principal. En particular, obtendremos la
formula de la opcién compradora del activo principal dado el proceso estocastico que siguen
los precios «forward» y la rentabilidad del activo sin riesgo. Especificaremos también la
«trading strategy» de la cartera duplicante del activo derivado.

Una completa y satisfactoria teoria de valoracion de opciones ha sido desarrollada
desde que Fisher Black y Myron Scholes (1973) escribieron su primer articulo sobre la
valoracion de opciones compradoras. Para llegar a su férmula ellos crearon una cartera que
instante a instante no tenia riesgo. Esta cartera se formaba mediante la compra de una accion
y laventa de la opcion. Esta posicion se revisa continuamente de acuerdo con los cambios del
valor de la accién, de modo que la rentabilidad de esta cartera es segura. Para evitar
oportunidades de arbitraje, el valor de esta cartera en cualquier momento tiene que ser su
valor final descontado alatasa sin riesgo. Una ecuacion en derivadas parciales se obtiene de
la dindmica que gobierna esta cartera cuya solucion con las hipotesis habituales es la
celebrada formula de Black-Scholes.

Merton (1977) encontré un modelo general de valoracion de activos derivados. Un
activo derivado es un activo cuyo valor en una futura fecha especificada esta unicamente
determinado por el valor de otro activo, € activo principal. Una opcién compradora es un
activo derivado cuyo activo principal es la accion y, por tanto, la valoracion de opciones
compradoras es una aplicacion particular de este método de valoracion de Merton, que es
mas general.

Las hipétesis del modelo de valoracion de activos derivados de Merton son: 1) la
existencia de un activo sin riesgo cuya rentabilidad r es constante y conocida; 2) un activo
parael cua se conoce el proceso estocastico que genera su valor sobre el tiempo, y que puede
ser representado por un proceso de difusion, y 3) el activo derivado, cuyo valor en todo
momento es funcién del valor del primer activo (subyacente). El articulo de Merton da €l
valor de este segundo activo como solucion de una ecuacion en derivadas parciales con
condiciones de contorno dependiendo de los términos del activo derivado. Merton también
especifica la «trading strategy» en tiempo continuo: una cartera compuesta por € activo sin
riesgo y el subyacente, cuyo valor en cualquier instante es el valor del activo derivado. Este
modelo permite que el activo principal y el activo derivado paguen a sus poseedores una
corriente continua de dividendos, y la estrategia que lleva la cartera duplicante es, en lenguaje
de Harrison y Kreps, una estrategia autofinanciada. Es decir, no son necesarios nuevos fondos
para modificar la cartera réplica

Black (1976), en un clarificador articulo sobre contratos de futuros y «forwards»,
obtiene la férmula de una opcién compradora en funcidén de los precios «forward» del
subyacente. Su procedimiento es esenciamente e mismo a de la formula original de
valoracion de una opcion dada en 1973. Bick (1988) extiende € articulo de Black calculando
el precio de activos derivados en un mercado continuo en el cual se pueden hacer contratos
«forward» sobre € subyacente. También especifica la estrategia de contratos «forward» que
replica el valor del activo derivado. Para su valoracion, sdlo es necesario conocer € proceso
de difusion gue gobierna los precios «forward» y la rentabilidad del activo sin riesgo.
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Un tratamiento diferente de la valoracion de activos derivados fue sugerido por Cox
y Ross (1976) y plenamente desarrollado por Harrison y Kreps (1979). Sefialan las
condiciones del precio de los activos para que éstos sean martingalas en una adecuada
filtracion y un adecuado espacio de probabilidad. El valor actual de estos activos es, por
tanto, el valor esperado futuro suyo en este espacio de probabilidad.

Después de presentar este marco de martingalas en la primera seccién de este
articulo -as referencias para entender este modelo son Cox y Huang (1988), Duffie (1988),
Harrison y Kreps (1979), y Harrison y Pliska (1981)—, nosotros o utilizamos en la segunda
seccion para derivar una valoracion de los activos derivados cuando se dispone de contratos
«forward» sobre €l activo principal. En particular, obtenemos la férmula de Black para €l
valor de una opcion compradora en funcion de sus precios «forward». Se da también la
«trading strategy» para la cartera reduplicante del activo derivado. Los resultados en este
Anexo son, por tanto, similares a los de Black y Bick, pero nuestro tratamiento es bastante
diferente y quiza mas razonable. La tercera seccidn es un resumen del articulo.

[. El modelo

Para formular nuestro modelo de mercado comenzamos especificando un horizonte
tempora T, que es la fecha terminal de toda actividad econémica. Los activos se pueden
negociar en cualquier tiempotentre0 y T (0O <t < T ). Nosotros también fijamos un espacio
de probabilidad (Q, F, P), donde cada w perteneciente a Q se puede interpretar como una
completa descripcion de un posible estado del mundo. F es la o-algebra de sucesos
distinguibles en el momento T, y P es una probabilidad sobre (Q, F). Para nuestro modelo, es
necesario gque todos los inversores estén de acuerdo en qué sucesos en F tienen una
probabilidad positiva de ocurrir, pero no es necesario que ellos estén de acuerdo en la
asignacion de esas probabilidades. EI modelo permanece, siendo vdlido s nosotros
cambiamos P por cualquier probabilidad equivalente Q (una probabilidad Q en lacua P(A) >
0si ysolos Q(A) >0).

Los inversores estén dotados de una estructura de informacién que es una familia de
sub-o-édlgebrade F = { F: 0 <t < T}, que a su vez es una completa especificacion de la
revelacion de la informacion alo largo del tiempo. Por gjemplo, si un suceso A pertenece a
F+, entonces en el momento t los inversores conocen si € verdadero estado del mundo esta en
A 0 no. Nosotros supondremos que F es creciente (F{CFg para t <s), es decir, que la
informacion revelada no se olvida. Fy = F, es decir, que en e momento T nosotros
conocemos cud es el verdadero estado del mundo. En e momento O nosotros solo
conocemos los sucesos que tienen probabilidad O 6 1 de ocurrir. F es, en lenguaje
probabilistico, una filtracion. Méas tarde explicaremos cdmo los inversores obtienen esta
estructura de informacion.

L os activos disponibles en el mercado son los mismos que en Bick (1988):

a) Un activo principa que, por conveniencia, supondremos no paga dividendos
antes del momento T. Podemos pensar en una accion, pero podria ser cualquier
otro activo.

b) Un activo sin riesgo con tasa de rentabilidad conociday constante r.
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C) Contratos «forward» sobre €l activo subyacente con fecha de intercambio T,
es decir, un compromiso hecho en cualquier momento t para comprar en €l
momento T una accién por un precio «forward» {;. S en un momento
posterior e precio «forward» es (g, €l vaor en el momento s del contrato
hecho en el momento t es, por motivos de arbitraje, ({s;) r T —9.

Supondremos que los precios «forward» {; a lo largo del tiempo siguen una
distribucién logaritmo-normal, es decir:

4= Loexp [(1 - 0?/2)t + ow(t)]

donde w(t) es un movimiento browniano estandar (una buena referencia para el movimiento
browniano estéandar y para conceptos de probabilidad usados en este articulo son Chung
(1974) y Durret (1984)). 1y 0 se pueden considerar como funciones de t y ¢;, 6 como
constantes.

La informacion comun F; disponible en el momento t es la que revela los precios
«forward» hasta e momento t. No se conocen cuéles serén los precios «forward» después del
momento t; por tanto, F; es la sub- o- agebra generada por {g para 0 < s < t. En matemética
grafologia

Fi=0{ (4 0< s<t} =o{w(9): 0<s<t}

La dltima igualdad se verifica porque {; y w(t) estan deterministicamente
relacionados.

También supondremos que estamos en un mercado sin fricciones, es decir, que no
hay ni impuestos ni costes de transacciones. El tomar prestado y la venta a crédito esta4
permitido sin restricciones, y |0s tipos de interés para tomar prestado y para prestar son 1os
mismos. La negociacion tiene lugar continuamente (estamos en un mercado continuo).

Sea Si(t) el valor en e momento t del derecho aun dolar en el momento T (Sy(t) =
r-(T9),y S,(t) esel valor en e momento t de un tiquet que da a su poseedor €l derecho en el
momento T a una accion (dados los precios «forward» {;, Sy(t), es el valor actual en el
momento t de (;, es decir, S;(t) = {; r-(T ). Este tiquet es, de hecho, una cartera de un
contrato «forward» y (; unidades del activo sin riesgo. Se paga ahora el valor actual neto del
precio «forward» y se recibe el activo derivado en e momento T.

Una «trading strategy>» es un par de funciones @,y @, de Qx[0, T] en R. ®p(w, 1) y
®4(w,t) son e nimero de unidades del activo sinriesgo y de }os contratos «forward» que €l
inversor tiene justo antes de negociar en €l instante t. Una natural restriccion sobre ®gy @4
es que sus valores son los mismos para estados del mundo que son indistinguibles antes del
momento t, dada la estructura de informacién F. En lenguaje matematico, eso significa que
®gy P4 son predictibles con respecto alafiltracion F.
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Una estrategia autofinanciada es una que no requiere ni genera fondos entre el
momento Oy T:

V(1) = Pg(t) So(t) + P1(t) Sy(t) = Pg (0) Sp(0) + P1(0) S,(0) +
+ fo g (9) dSo(S)+ro ®1(9) dS; () ParaO<t<T (A3.1)

Esto significaque €l valor de la estrategia en el momento t es su valor inicial méslas
ganancias o pérdidas de capital acumuladas. La segunda integral en esta Ultima expresion
tiene que interpretarse como una integral estocastica.

Antes de enunciar €l resultado clave de esta seccion necesitamos una definicion: una
oportunidad de arbitraje es una «trading strategy» (®y ®;) con coste inicial cero y con
una probabilidad positiva de que en e momento T tenga valor positivo. ES una oportunidad
sin riesgo de obtener provechos en una inversiéon y, por tanto, no puede subsistir en una
economia en equilibrio.

Ahora estamos en condiciones de enunciar €l principal hecho de nuestro model o:

Proposicion 1 (véase Cox y Huang (1988), Harrison y Kreps (1979), o Harrison y
Pliska (1981)). Si nuestro sistema de precios (S, S;) no permite oportunidades de arbitraje,
existe una probabilidad Q sobre (Q, F), equivalente aP, paralacual e precio descontado del
primer activo S* 1 (t) = S1(t)/Sp(t) es una martingala. Ademas, el reciproco es también cierto
S| nosotros permitimos estrategias ®4 paralas cuaes

[ :
E* [ o [P1 (1) S 1 (V)] dt] < o0
donde E* es el valor esperado bajo Q.

Una martingala sobre un espacio de medida (Q, F, Q) con respecto aunafiltracion F
= (Fpt, es un proceso estocastico (Xy); cuyo valor esperado en una fecha futura es su valor
actual

EQ (Xs/ Ft) =Xt for t<s

Un activo derivado se dice que es negociable si existe una estrategia autofinanciada
gue reduplica en cualquier momento el valor del activo derivado. Si un activo derivado es
negociable, su valor tiene que ser el precio de esta estrategia duplicante autofinanciada. Si no
hay oportunidades de arbitrge, todas las estrategias duplicantes tienen que tener e mismo
precio, y este activo derivado se dice valorado por arbitraje.
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En la proposicion 1, s la probabilidad equivalente Q bajo la cua S;* es una
martingala es unica, entonces todo activo derivado tiene un Unico precio compatible con (S,
$1), que es el valor actua neto del futuro valor esperado bajo Q. En este caso, Q se llamala
Unica martingala equivalente.

Il. Los resultados

Queremos valorar un activo derivado X cuyo valor en un momento T, X(T) es una
funcidn continua g del valor {t en e momento T de nuestro activo derivado: X(T) = g({7), Yy
también encontrar la estrategia autofinanciada (cartera réplica) que genera X. Como los
contratos «forward» no requieren ningun pago hasta e tiempo T, no necesitaremos negociar
el activo sin riesgo después del momento 0. Bick (1988), cuyo articulo ha motivado éste,
obtiene la «trading strategy» resolviendo una ecuacion en derivadas parciales y calculando su
precio paradar el valor de X en cualquier momento t.

A. La féormula de valoracion

En primer lugar, debemos encontrar la Unica martingala equivalente del modelo
mencionado en la seccion |.

Dado Sy () = (T -9
S () =2 T-0 =T exp. [ p+ In (1) - a22)t + ow(t)],

los precios descontados de nuestros activos son:

St (=1
Sy* (1) =Sy (1) Sy (1) = exp[ - 022t + ow(t)] =

Por e lemade It0: dSy* (t) = S;*(t) pt, ) dt + Sp* (1) o(t, Z,) dw(t).

T T
Sea N (w) =exp[—I 0(u/0)wdt—(1/2)_[ o(u/o)2at]
y  QMA)=Jan (w)dP(w)
para A perteneciente aF
Q es una medida de probabilidad sobre (Q, F) equivalente a P. Si nosotros

suponemos una condicién técnica necesaria, por €l teorema de Gisanov (véase Gisanov, 1960,
y Harrison y Kreps, 1979), como w es un movimiento browniano esténdar bagjo P,

W (1) = W (1) +ro (Wo) ds

€s un movimiento browniano estandar bajo Q.
dW* (t) =dW (t) + (o) dt; dS;" (t) = S () + odw* (1)
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Aplicando otravez el lema de Itd, obtenemos: S; *(t) = exp. [ ow* (t) — 0%/2] que se
puede comprobar facilmente es una martingala con respecto a Q. La demostracion de la
unicidad de Q es un resultado técnico estandar, y se puede encontrar en Cox y Huang (1986)
y Harrison y Kreps (1979).

Para calcular € valor de X en cualquier momento t, sabemos

X*(1) = X(0)/Sy(t) = EX[X(9)/Sy(9) | F; ] parat<s (A3.2)
Paras=T:  X(T) = g(Cy) = 9(y exp {olw* (T) —w* (t)] —oXT —t)/2})

y (A3.2) seconvierteen:  X*(t) = rH(T-O X (t) = E*[X (T)]

Como w* (t) es un movimiento browniano estandar con respecto a Q, w*(T) — w*(t)
esta Q-normamente distribuido con mediaO y varianza T —t 'y, por tanto,

Xt)=r{THE XM} F =
1

V2
exp.[ ] dy (A3.3)

) rm 9( L, €9y - 02 (T -1)/2)
V2(T =) 2(T-t)

dando € valor del activo derivado en  momento t.

B. La «trading strategy»

Nuestra siguiente tarea es determinar la «trading strategy» que produce la cartera
duplicante. Sabemos que

{=exp. [-o2+owr(t)]; y  dy=odw(t)
El precio descontado de X esunafunciondety de ¢ :
X (T) = X(t) T -0 = f(t, Zy) (A3.4)

Aplicando otra vez e lema de 1t (es facil comprobar que f tiene suficientes
propiedades diferenciales para que el lema pueda utilizarse), obtenemos(d).

f(t, 2) = (0, 2o ) + ro (U2 Pga2fy +fyds +ro fz Zs0 dw*(9) (A3.5)

Para que f sea una martingala con respecto a Q, €l término en dt tiene que ser 0, v,
por tanto, f ha de ser la solucién de la ecuacion diferencial

(U2) (2502 fy +f=0 (A3.6)

1 (s esd precio «forward» en el instante s, mientras que fZ y fZZ son las derivadas parciales de f.
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con las condiciones de contorno F(T, St) = g({y) Y, por tanto, f(t, {y)exp.[-r(T-t)] es e valor
del activo derivado en el momento t. Desde luego, estos resultados son los mismos que los
obtenidos por Bick (1988), quedando clarificada la razon por la que f es la solucion de
(A3.6).

La condicién de autofinanciacion (A3.1) en el sistema descontado de precios puede
escribirse como:

V() = V() / SO = Do(0) + P1(0) S*4(0) + f 0 P1(9) dS* (9

La primera integral de (A3.1) aqui desaparece porque dSy*(s) = 0: las ganancias o
pérdidas de capital descontadas al interés sin riesgo son cero.

De (A3.4) y (A3.5) obtenemos que:

X* (1) = X(0)/Sy(t) = f(t, ¢) = (0, ) +ro fz Lso dw*(9) =1(0, Zp) +,ro fz ds;” (s)
y concluimos que: ®4(t) = f(t, Z,)

La posicién en el activo sin riesgo tiene que ser el valor total de la cartera menos el
valor del activo con riesgo: do(t) = f(t, ¢) —f(t, 4 &

Mantener fz(t, {; ) unidades del activo principal en el momento t es equivalente a
mantener f,(t, {;) contratos «forward» y pagar f,(t, ¢; ) ¢, rT ) délares. Pagar esta cantidad
es equivalente a pagar fZ(t’ {; )¢t unidades del activo sin riesgo, para lo cual es necesario
comprar fz(t, Waé-Jo fz(s, () ds (la cantidad que tenemos que pagar menos los bonos que
ya hemos ido acumulando hasta el tiempo t siguiendo esta estrategia. Para detalles técnicos,

véase Bick (1988)).

Asi, la estrategia (¥, ,®,) es equivalente a mantener en el momento t fZ(t' ¢y
contratos «forward» y

f(t1 Zt) —fz(t, Zt) Zt + fz(t, Zt) Zt - ro fZ('[, Zt) ds= f(O, Zo)

unidades del activo sin riesgo. Como hizo notar Bick, esta estrategia no requiere ni genera
fondos entre los momentosOy T.

Aunque este Anexo es un poco mas largo que e articulo de Bick (1988), nuestro
propésito no era probar los resultados de un modo diferente, sino profundizar en la
utilizacion de la teoria de martingal as.



65

Anexo 3 (continuacion)

C. Un giemplo particular

Nuestro ultimo proposito es utilizar esta teoria para obtener la formula de Black
(1976) para € vaor de una opcidon compradora sobre un activo principal como funcién de
los precios «forward» (; de este activo. Esto no es otra cosa que la formula (A3.3) para g(X)
= méax. (XK, 0), donde K es €l precio de gercicio de la opcion:

2

X(t) =r(T-H f_ooméx.{ (4 €9y - 0T -1/2 K 0} —1 exp.(—
V(2r(T-1)) 2(T-Y)

) dy

Sea y* =log (K/{;) + o2t/2,

—-y*+(T-1t)o log (4i/K) + 02(T —1)/2
i V(T = 1) ) oV(T 1)
4 —y* log (¢/K) + 02(T —t)/2
e V(T —1)
entonces
1 y2

X(t) =r(T-) ry* (, €9y ~ OXT - /2K

——exp.
V(2r(T-1)) 2(T—)

= T r 212 du — r 0?2 -
r [Zt _dl[1/\/2n] € 072du—-K , [Wen] e du]
=r(T-Y) [Zt N(d) - K N(dz)]. N(.) eslafuncion de distribucion normal estandar.

En este caso, la estrategia duplicante es obviamente comprar en e momento 0 X(0)
unidades del activo sin riesgo, y mantener en cualquier momento t X Z(t’ ¢;) = N(dq) contratos
«forward».

Implicitamente, a lo largo de este Anexo hemos supuesto que € pago final de
nuestro activo derivado X(T) es una variable aleatoria con segundo momento finito. Pero €l
articulo puede generalizarse facilmente permitiendo a X(T) pertenecer a Lp para p>1, con
algunos cambios en nuestras férmulas. Por g emplo, la condicion en la proposiciéon 1 se
convertiriaen

e L[ [ oo 5102 e]™} <o
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Como indicaron Cox y Huang (1986), €l caso p = 1 no es tan claro como debe
abordarse. Quizéa se debiera sustituir L log L por L, véase Stein (1969).

Hemos valorado activos derivados sobre activos principales como funcion de los
precios «forward» del activo. Como caso particular, cuando €l activo derivado es una opcion
compradora, hemos obtenido la formula de Black (1976). También hemos obtenido la
estrategia que produce una cartera que reduplica en cualquier momento el valor del activo
derivado.

La principal diferencia entre este Anexo y otros articulos que tratan problemas
similares es que nosotros hemos utilizado |a teoria de valoracion de martingal as desarrollada
por Harrison y Kreps. Hemos intentado evitar al maximo las técnicas mateméticas y hemos
procurado dar al lector las referencias necesarias.
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